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Abstract:

Optimal control refers to the use of mathematical optimization techniques to determine
the control signal that drives a system to the best behavior according to a specified
criterion.

This research paper aims to conduct a comprehensive analytical study of the optimization
methods that have been applied so far to certainty systems, 'those systems where all
parameters are fully and accurately known'. The study highlights the advantages and
disadvantages of each method, providing a research base that can be referenced when
selecting an appropriate optimization method for a given system.

The optimization methods studied in this paper are: Linear Quadratic Regulator (LQR),
Nonlinear LQR (NLQR), lterative LQR (ILQR), Linear Quadratic Gaussian (LQG),
Nonlinear LQG (NLQG), Model Predictive Control (MPC), and its nonlinear forms:
Linearization MPC (LMPC) and Nonlinear MPC (NMPC).

The methods whose discussed in the analytical study were applied to several systems

with different natures of work and control requirements to enhance the results.

Keywords: Linear Quadratic Regulator, Linear Quadratic Gaussian, Predictive Control,

Linear Systems, Nonlinear Systems, inverted pendulum.
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Gl e gl gaada el ey cslaall Galgil alaby Ajlae wlFie OIS SLENT Ge) of (7) dsaadl (e aadls
ooln 05 A aslaall Gl s e Uil il 935 5S35l (e ey alail) 3a of Gua callaill dagla
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DAY ciaplas e sa Jilials MSD ol Laiw cdianday e e 435S Ao ol Sy dlasnad) il
Lol dblas dlaind acllQG aSaidl o daadle (Say - Aalaia¥) sdasg L) saby Sl digye oy (g3
» LAG Law Lhaal) alail) of Joi Al dblail) duhal) =3 35 13ay uaiall 39a5 1o aLQR - dlaiuy
o oalae Y ol alissly JHEGY) ey Cus e LOR (ailiad (3iay 435S Llaall slall b Gaalaill Juadd)
s Jgsbe Sy ST 25 e e OS] granall daglia

@Sl ediliae oSan llbiieg Adlide Jae Axaday (585 s Lajladl o5 ) DA Aaaid SSLaall il of Laadls
diaslia oty LOR (e an cuj bl ey Gin LOG aSaidl o oy cladl] llags Al Lblail) daball 2l
25 ey (peo ST AdadDU Byl i g of Adaadlay (LQR i (ha) e Jalls ST 25 (0 e (S raniiall
calsds Al vie ad ) (aY e il digas o ciii 1 cradaly (S duladll 3kl

Lldiwal) 38T AdAY VI

(lgie S Cigaally Whall apaty caasall plail) b Lot SSY1 (a1 oSl Gyl Aublas Ay 48,50 028 b o
0 50505 e agllall (el jd5e) Carglly cal aSatial) aanal oyl pUail dulidl) dappall lial b sacluall
Jee dadag a5 il dalail sae o Al dug paal) oSail Byl ks DA (e Lgdl) deagill & A
gl il A clsli LgisS Llaad) slal) 8 Sl QY daphll (& LG of S deagill o5 G Adbide
oadael 3slat Gs35 aead e b (i e e cualang allail) e

A e el aSatll Jlae (e Jarll Ldiioadd) GUYI (po daell CaiSy (i)l o2 b il o3 Lo e el
e (re aliina¥) (ol ¢(B3nn ) JalS ol (383 IS daglan g Wgihaabls 0585 ) pail) 8 JiaY) oSal) B3kl
Jandly (g5l pSatl) Jlae 3 Ganilly calaill (o gsill 128 Ao Lgiudat o oSall Lokt Ao Jaaly LQG 5 LQR
oo (e BB el aiedl) Qs e
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    x . ( t ) = A x ( t ) + B u ( t )                                                                         ( 1 )


  y  ( t ) = C x  ( t )                                                                                                        


  J =   ∫ 0 ∞   [   x  T Q x +   u  T R u ] d t                                                                                          ( 2 )


    u ∗  ( t ) =  arg ⁡    m i n  u  ( t )   J  ( x  ( t ) , u  ( u ) )                                                                 ( 3 )


    A  T P + P   A  T + Q − P B   R  − 1   B  T P = 0                                                           ( 4 )


  K =   R  − 1   B  T P                                                                                                             ( 5 )


  u = − K x                                                                                                           ( 6 )


    x . ( t ) = A x ( t ) + B u ( t )


    x .  ( t ) = f  ( x , u ) t                                                                                               ( 7 )


  f  ( x , u ) ≈ f  (     x  t - ,     u  t - ) +  ∇  x f  (     x  t - ,     u  t - )  (   x  t −     x  t - ) +  ∇  u f  (     x  t - ,     u  t - )  (   u  t −     u  t - )                                       ( 8 )


     ∇  x f  (     x  t - ,     u  t - ) =   𝜕 f  𝜕 x ,     ∇  u f  (     x  t - ,     u  t - ) =   𝜕 f  𝜕 u


    x . = f  (   x  s ,   u  s ) +   𝜕 f  𝜕 x  |    x  s ,   u  s  ( x −   x  s ) +   𝜕 f  𝜕 u  |    x  s ,   u  s  ( u −   u  s ) +  1 2     𝜕 2 f  𝜕   x 2  |    x  s ,   u  s   ( x −   x  s ) 2       +  1 2     𝜕 2 f  𝜕 x 𝜕 u  |    x  s ,   u  s  ( x −   x  s )  ( u −   u  s ) +  1 2     𝜕 2 f  𝜕   u 2  |    x  s ,   u  s   ( u −   u  s ) 2   + h i g h   o d r e r   t e r m                                                                                                                                                         ( 9 )


    x  s ,   u  s


    x . ≈ f  (   x  s ,   u  s ) +   𝜕 f  𝜕 x  |    x  s ,   u  s  ( x −   x  s ) +   𝜕 f  𝜕 u  |    x  s ,   u  s  ( u −   u  s )                                 ( 10 )


  f  (   x  s ,   u  s ) = 0 و     x - = x −   x  s   ,     u - = u −   u  s


    𝜕 ( x −   x  s )  𝜕 t ≈   𝜕 f  𝜕 x  |    x  s ,   u  s  ( x −   x  s ) +   𝜕 f  𝜕 u  |    x  s ,   u  s  ( u −   u  s )


    𝜕 ( x −   x  s )  𝜕 t ≈   𝜕 f  𝜕 x  |    x  s ,   u  s  ( x −   x  s ) +   𝜕 f  𝜕 u  |    x  s ,   u  s  ( u −   u  s )


    𝜕   x -  𝜕 t ≈   𝜕 f  𝜕 x  |    x  s ,   u  s   x - +   𝜕 f  𝜕 u  |    x  s ,   u  s   u -


    d   x -  d t ≈ a   x - + b   u -                                                                                              ( 11 )


  a =   𝜕 f  𝜕 x  |    x  s ,   u  s ,     b =   𝜕 f  𝜕 u  |    x  s ,   u  s


      x ^  k


    u k = 0


      x ^  k ,     u k


    x  k + 1 = f  (   x  k ,   u  k )                                                                     ( 12 )


    J 0 =  1 2    (   x  N +   x ∗ )  T   Q  f  (   x  N −   x ∗ ) +  1 2   ∑  k = 0  N − 1  (   x  k  T Q   x  k +   u  k  T R   u  k )                                             ( 13 )


  Q   ,     Q  f


    x ∗


  𝛿   x  k + 1 =   A  k 𝛿   x  k +   B  k 𝛿   u  k                                                 ( 14 )


  𝛿   x  k =   x  k −     x ^  k


    A  k =   𝜕 f  𝜕 x  |  k ,     B  k =   𝜕 f  𝜕 u  |  k


  J =  1 2    (   x  N + 𝛿   x  N −   x ∗ )  T   Q  f  (   x  N + 𝛿   x  N −   x ∗ )     +  1 2   ∑  k = 0  N − 1  {  (     x  k + 𝛿   x  k )  T Q  (   x  k + 𝛿   x  k ) +    (   u  k + 𝛿   u  k )  T R  (   u  k + 𝛿   u  k ) }                         ( 15 )


  J =   ∫ 0  T  L ( x  ( t ) , u ( t ) ) d t                                                                 ( 16 )


  L  ( x , u ) = Q +   u  T R u


  H  ( x  ( t ) , u  ( t ) , 𝜆  ( t ) , t ) =   𝜆  T  ( t )   f  ( x  ( t ) , u  ( t ) ) + L  ( x  ( t ) , u  ( t ) )                     ( 17 )


    H  k =  1 2     ( x  k + 𝛿   x  k )  T Q  (   x  k + 𝛿   x  k ) +  1 2    (   u  k + 𝛿   u  k )  T R  (   u  k + 𝛿   u  k ) + 𝛿   𝜆  k + 1  T  (   A  k 𝛿   x  k +   B  k 𝛿   u  k   )                                                   ( 18 )


  𝛿   𝜆  k =   A  k  T 𝛿   𝜆  k + 1 + Q  ( 𝛿   x  k +   x  k )                                                                     ( 19 )


  𝛿   u  k = −   R  − 1   B  k  T 𝛿   𝜆  k + 1 −   u  k                                                                                             ( 20 )


   (    𝛿   x  k + 1   𝛿   𝜆  k ) =  (      A  k  −   B  k   R  − 1   B  k  T   Q    A  k  T )  (    𝛿   x  k   𝛿   𝜆  x + 1 ) +  (    −   B  k   u  k   Q   x  k )                                 ( 21 )


  𝛿   u  k


  𝛿   x  k + 1


    x .  ( t ) = A  ( t ) x  ( t ) + B  ( t ) u  ( t ) + v  ( t )                            


          y  ( t ) = C  ( t ) x  ( t ) + w  ( t )                                                                 ( 22 )


          y  ( t ) = C  ( t ) x  ( t ) + w  ( t )                                                                 ( 22 )


      x ^ .  ( t ) = A  ( t )   x ^  ( t ) + B  ( t ) u  ( t ) + L  ( t ) ( y  ( t ) − C  ( t )   x ^  ( t ) )


  u  ( t ) = − K  ( t )   x ^  ( t )                                                                                                                         ( 23 )


  u  ( t ) = − K  ( t )   x ^  ( t )                                                                                                                         ( 23 )


  L  ( t ) = S  ( t )   C  T  ( t )   W  − 1  ( T )                                                                                         ( 24 )


    S .  ( t ) = A  ( t ) S  ( t ) + S  ( t )   A  T  ( t ) − S  ( t )   C  T  ( t )   W  − 1  ( t ) C  ( t ) S  ( t ) + V  ( t )                                         ( 25 )


    J  l q r =   ∫ 0 ∞   [     x ^  T Q   x ^ +   u  T R u ] d t                                                                                          ( 26 )


    x  k = F  (   x  k − 1 ,   u  k − 1 ) +   w  k − 1                                    


    y  k = G  (   x  k ,   u  k ) +   v  k                                                 ( 27 )


    y  k = G  (   x  k ,   u  k ) +   v  k                                                 ( 27 )


    x  k + 1 =  Φ  k   .   x  k +  Γ  k   .   u  k                                                                          


    y  k =   C  k   .     x  k                                                                                                       ( 28 )


    y  k =   C  k   .     x  k                                                                                                       ( 28 )


  Φ =   𝜕 F  𝜕 x  |  x =   x  k ,     Γ =   𝜕 F  𝜕 u  |  u =   u  k  


  C =   𝜕 G  𝜕 x  |  x =   x  k


      x ~  k −


      P ~  k , k −


      x ~  k − = F (     x ~  k − 1 ,   u  k − 1 )


      P ~  k , k − =  Φ  k   .       P ~  k , k − 1 −   .  Φ  k  T + Q                                                             ( 29 )


    K  k =     P ~  k , k −   .   C  k  T   .     (   C  k   .       P ~  k , k −   .   C  k  T + R )  − 1                               ( 30 )


      x ~  k =     x ~  k − +   K  k   .   (   y  k − G (     x ~  k −   ,   u  k ) )


      P ~  x , k =  ( I −   K  k   .     C  k ) .       P ~  x , k −                                                                                   ( 31 )


  J =   ∑  K = 1    H  P    |  |   Y ^  ( K + 1 ) − r  ( k + 1 ) | |  Q 2 +   |  | ∆ u  ( k + 1 ) | |  R 2                                               ( 32 )


    Y ^  ( K + 1 )


  r  ( k + 1 )


    H  P


    y ^ ( t + 1 | k )


  x  ( k + 1 ) = A  ( k ) x  ( k ) + B  ( k ) u  ( k )                                                                        


  y  ( k ) = C  ( k ) x  ( k )                                                                                                                       ( 33 )


  y  ( k ) = C  ( k ) x  ( k )                                                                                                                       ( 33 )


  ∆ u  ( k ) = u  ( k ) − u ( k − 1 )


  u  ( k ) = ∆ u  ( k ) + u  ( k − 1 )                                                                                     ( 34 )


    x ^  ( k + 1 ) = A  ( k ) x  ( k ) + B  ( k ) ∆ u  ( k )                                                                        


    y ^  ( k + 1 ) = C  ( k )   x ^  ( k + 1 )    


    y ^  ( k + 1 ) = C  ( k )   x ^  ( k + 1 )    


  x  ( k + 1 ) = A x  ( k ) + B u  ( k − 1 ) + B ∆ u  ( k )                                             ( 35 )


  x  ( k + 1 ) = A x  ( k ) + B u  ( k − 1 ) + B ∆ u  ( k )                                             ( 35 )


    y ^


    x -   و     u -


  J =   ∫  t  t +   H  p  f (   x -  ( 𝜏 ) ,   u - ( 𝜏 ) )   d 𝜏                                         ( 36 )


    J  i


  x  ( k + 1 ) = x  ( t ) +  1 6 (   K 1 + 2   K 2 + 2   K 3 + 4   K 4 )                                             ( 37 )


    K 1 = T f  (   x  k ,   u  k )   و     K 2 = T f  (   x  k +  1 2   K 1 ,   u  k )


    K 3 = T f  (   x  k +  1 2   K 2 ,   u  k ) و       K 4 = T f  (   x  k +   K 3 ,   u  k )


  J =   ∑  i = 1    H  p  |   x  k + i −   x  r e f  i  |  Q 2 +   ∑  i = 1    H  c  |   u  i −   u  i − 1  |  R 2                                                     ( 38 )


    x  r e f  i


    x  k + i


    x ⃛ =   u + m l  sin ⁡  𝜃     𝜃 . 2 − m g  cos ⁡  𝜃  sin ⁡  𝜃  M + m − m    cos 2 ⁡  𝜃                                                     ( 39 )


    𝜃 ⃛ =   u  cos ⁡  𝜃 +  ( M + m ) g  sin ⁡  𝜃 − m l  cos ⁡  𝜃  sin ⁡  𝜃     𝜃 . 2  m l    cos 2 ⁡  𝜃 −  ( M + m ) l               ( 40 )


    𝜃 ⃛ =   u  cos ⁡  𝜃 +  ( M + m ) g  sin ⁡  𝜃 − m l  cos ⁡  𝜃  sin ⁡  𝜃     𝜃 . 2  m l    cos 2 ⁡  𝜃 −  ( M + m ) l               ( 40 )


  𝜃 ≈ 0 ,    cos ⁡  𝜃 = 1 ,    sin ⁡  𝜃 = 𝜃


  [   x ,   x . ,   𝜃 ,     𝜃 . ]


  A =  [    0                       1                         0             0   0             −   m g  M               0           0   0                       0                                 1                 0   0             g  ( M + m )  M         0             0   ] ,   B =  [    0    1  M   0   −  1  l M ]


  J =   ∫ 0 ∞   [   x  T Q x +   u  T R u ] d t      


  u = − K x  


  K =   R  − 1   B  T P  


    A  T P + P   A  T + Q − P B   R  − 1   B  T P = 0    


    x .  ( t ) = A  ( t ) x  ( t ) + B  ( t ) u  ( t ) + v  ( t )                            


          y  ( t ) = C  ( t ) x  ( t ) + w  ( t )                                                    


          y  ( t ) = C  ( t ) x  ( t ) + w  ( t )                                                    


  L  ( t ) = S  ( t )   C  T  ( t )   W  − 1  ( T )


    S .  ( t ) = A  ( t ) S  ( t ) + S  ( t )   A  T  ( t ) − S  ( t )   C  T  ( t )   W  − 1  ( t ) C  ( t ) S  ( t ) + V  ( t )


    J  l q r =   ∫ 0 ∞   [     x ^  T Q   x ^ +   u  T R u ] d t                      


    x ^  ( k + 1 ) = A  ( k ) x  ( k ) + B  ( k ) ∆ u  ( k )                                                                        


    y ^  ( k + 1 ) = C  ( k )   x ^  ( k + 1 )    


    y ^  ( k + 1 ) = C  ( k )   x ^  ( k + 1 )    


  ∆ u  ( k ) = u  ( k ) − u  ( k − 1 )


  J =   ∑  K = 1    H  P    |  |   Y ^  ( K + 1 ) − r  ( k + 1 ) | |  Q 2 +   |  | ∆ u  ( k + 1 ) | |  R 2  


  r  ( k + 1 )


    H  P


  ∆ u  ( k + 1 )


  ∆ u  ( k + 1 ) = u  ( k + 1 ) − u  ( k )


  [ 0 . 1 . 0 ,   𝜋 2 , 0 ]


    F  w


   ( M + m )   x ¨ − m l  sin ⁡    𝜃   𝜃 . 2 + m l  cos ⁡  𝜃   𝜃 ¨ = u +   F  w                            ( 41 )


  m   x ¨  cos ⁡  𝜃 + m l   𝜃 ¨ = m g  sin ⁡  𝜃 +   F  w  cos ⁡  𝜃                      ( 42 )


  m   x ¨  cos ⁡  𝜃 + m l   𝜃 ¨ = m g  sin ⁡  𝜃 +   F  w  cos ⁡  𝜃                      ( 42 )


    x ⃛ =   u  cos ⁡  𝜃 + m l  sin ⁡  𝜃     𝜃 . 2 − m g  cos ⁡  𝜃  sin ⁡  𝜃 +   F  w    sin 2 ⁡    x 3    M + m − m    cos 2 ⁡  𝜃                                                     ( 43 )


    𝜃 ⃛ =   u  cos ⁡  𝜃 +  ( M + m ) g  sin ⁡  𝜃 − m l  cos ⁡  𝜃  sin ⁡  𝜃     𝜃 . 2 −  (   M  m )   F  w  cos ⁡    x 3 +   F  w  cos ⁡  𝜃  m l    cos 2 ⁡  𝜃 −  ( M + m ) l               ( 44 )


    𝜃 ⃛ =   u  cos ⁡  𝜃 +  ( M + m ) g  sin ⁡  𝜃 − m l  cos ⁡  𝜃  sin ⁡  𝜃     𝜃 . 2 −  (   M  m )   F  w  cos ⁡    x 3 +   F  w  cos ⁡  𝜃  m l    cos 2 ⁡  𝜃 −  ( M + m ) l               ( 44 )


    x .  ( t ) = f  ( x , u ) t  


  [   x ,   x . ,   𝜃 ,     𝜃 . ]


    d  d t x = d  [    x     x .   𝜃     𝜃 . ] =  [      x .       x ¨ .     𝜃 .       𝜃 ¨ . ]


    x ¨ و     𝜃 ¨


  𝜃 ≈ 0 ,    cos ⁡  𝜃 = 1 ,    sin ⁡  𝜃 = 𝜃


    x  s ,   u  s


    x . ≈ f  (   x  s ,   u  s ) +   𝜕 f  𝜕 x  |    x  s ,   u  s  ( x −   x  s ) +   𝜕 f  𝜕 u  |    x  s ,   u  s  ( u −   u  s )          


  f  (   x  s ,   u  s ) = 0 و     x - = x −   x  s   ,     u - = u −   u  s


    𝜕 ( x −   x  s )  𝜕 t ≈   𝜕 f  𝜕 x  |    x  s ,   u  s  ( x −   x  s ) +   𝜕 f  𝜕 u  |    x  s ,   u  s  ( u −   u  s )


    𝜕   x -  𝜕 t ≈   𝜕 f  𝜕 x  |    x  s ,   u  s   x - +   𝜕 f  𝜕 u  |    x  s ,   u  s   u -


    d   x -  d t ≈ a   x - + b   u -                  


  a =   𝜕 f  𝜕 x  |    x  s ,   u  s ,     b =   𝜕 f  𝜕 u  |    x  s ,   u  s


  [   x ,   x . ,   𝜃 ,     𝜃 . ]


  A =  [    0                       1                         0             0   0             −   m g  M               0           0   0                       0                                 1                 0   0             g  ( M + m )  M         0             0   ] ,   B =  [    0    1  M   0   −  1  l M ]


    A  T P +   P   A  T + Q − P B   R  − 1   B  T P = 0    


  K =   R  − 1   B  T P  


  u = − K x


    x . = F  ( x , u ) + w   , y = C  ( x , u ) + v      


    x . = Φ   .   x - + Γ   .   u -            


  Φ =   𝜕 F  𝜕 x  |  x =   x  s ,     Γ =   𝜕 F  𝜕 u  |  u =   u  s  


  L  ( t ) = S  ( t )   C  T  ( t )   W  − 1  ( T )


    S . = Φ  ( t ) S  ( t ) + S  ( t )     Φ  T  ( t ) − S  ( t )   C  T  ( t )   W  − 1  ( t ) C  ( t ) S  ( t ) + V  ( t )


    J  l q r =   ∫ 0 ∞   [     x ^  T Q   x ^ +   u  T R u ] d t      


    x -   و     u -


  J =   ∫  t  t +   H  p  f (   x -  ( 𝜏 ) ,   u - ( 𝜏 ) )   d 𝜏  


      x .  1   ,     x . 2  


    m 1     x ¨ 1 = p +   k 2  (   x 2 −   x 1 ) −   k 1   x 1 − c     x . 1                                                        ( 45 )


    m 2     x ¨ 2 = −   k 2  (   x 2 −   x 1 )                                                      ( 46 )


    m 2     x ¨ 2 = −   k 2  (   x 2 −   x 1 )                                                      ( 46 )


      x ¨ 1 =  1    m 1 p −  (     k 1 +   k 2    m 1 )   x 1 −   c    m 1     x . 1 +     k 2    m 1   x 2                                              ( 47 )


      x ¨ 2 =     k 2    m 2   x 1 −     k 2    m 2   x 2                                                                  ( 48 )


      x ¨ 2 =     k 2    m 2   x 1 −     k 2    m 2   x 2                                                                  ( 48 )


  [     x 1 ,     x . 1   x 2 ,     x . 2 ]


  A =  [                          0                                           1                       0                       0   −  (     k 1 +   k 2    m 1 )                 −   c    m 1                   k 2    m 1                   0                                   0                                                   0                           1                             0                     k 2    m 2                                               0                       −     k 2    m 2                   0   ] ,   B =  [    0    1    m 1   0   0 ]


  J =   ∫ 0 ∞   [   x  T Q x +   u  T R u ] d t


  u = − K x  


  K =   R  − 1   B  T P  


    A  T P + P   A  T + Q − P B   R  − 1   B  T P = 0    


    x .  ( t ) = A  ( t ) x  ( t ) + B  ( t ) u  ( t ) + v  ( t )                            


          y  ( t ) = C  ( t ) x  ( t ) + w  ( t )                                                      


          y  ( t ) = C  ( t ) x  ( t ) + w  ( t )                                                      


  L  ( t ) = S  ( t )   C  T  ( t )   W  − 1  ( T )


    S .  ( t ) = A  ( t ) S  ( t ) + S  ( t )   A  T  ( t ) − S  ( t )   C  T  ( t )   W  − 1  ( t ) C  ( t ) S  ( t ) + V  ( t )


    J  l q r =   ∫ 0 ∞   [     x ^  T Q   x ^ +   u  T R u ] d t          


    x ^  ( k + 1 ) = A  ( k ) x  ( k ) + B  ( k ) ∆ u  ( k )                                                                        


    y ^  ( k + 1 ) = C  ( k )   x ^  ( k + 1 )    


    y ^  ( k + 1 ) = C  ( k )   x ^  ( k + 1 )    


  ∆ u  ( k ) = u  ( k ) − u  ( k − 1 )


  J =   ∑  K = 1    H  P    |  |   Y ^  ( K + 1 ) − r  ( k + 1 ) | |  Q 2 +   |  | ∆ u  ( k + 1 ) | |  R 2  


  r  ( k + 1 )


    H  P


  ∆ u  ( k + 1 )


  ∆ u  ( k + 1 ) = u  ( k + 1 ) − u  ( k )


  [ 0 . 1 . 0 , 0 . 05 , 0 ]

