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 مع دراسة حالة دراسة تحليلية لطرق التحكم الأمثل في النظم المحددة
 ** إلياذة الإبراهيمم.    *د. جمانا دياب

 (2026كانون الثاني  17، القبول:2025آب  17: )الإيداع
 : الملخص

أفضل    إلى  يشير التحكم الأمثل إلى استخدام تقنيات وطرق الأمثلة الرياضية للحصول على إشارة التحكم التي تقود النظام
 سلوك وفق معيار محدد. 

  دراسة تحليلية متكاملة لطرق الأمثلة التي تم تطبيقها حتى الآن على النظم المحددة، تهدف هذه الورقة البحثية إلى إجراء  
لتأمين قاعدة    والوقوف على مزايا وعيوب كل طريقة،  "وهي النظم التي تكون جميع بارامتراتها معلومة بشكل كامل ودقيق".
 بحثية يمكن الرجوع إليها لاختيار طريقة الأمثلة المناسبة لنظام ما.

 LQR Linear Quadratic Regulatorطرق الأمثلة التي تم دراستها في هذه الورقة هي: المتحكم التربيعي الخطي  
المتحكم ،  ILQR Iterative LQRوالمتحكم التربيعي التكراري  NLQR Nonlinear LQR والمتحكم التربيعي اللاخطي

 NLQG Nonlinear المتحكم التربيعي الغوسي اللاخطي   LQG Linear Quadratic Gaussianالتربيعي الغوسي  
LQG  ،  المتحكم التنبؤي المعتمد على نموذجMPC Model Predictive Control     والصيغ اللاخطية منهLMPC 

Linearization MPC   وNMPC Nonlinear MPC .   
 لتعزيز النتائج.   على أنظمة مختلفة بطبيعة العمل ومتطلبات التحكم  التي تم مناقشتها في الدراسة التحليليةتطبيق الطرق  تم  

،  المتحكم التربيعي الخطي، المتحكم التربيعي الغوسي، المتحكم التنبؤي، النظم الخطية، النظم اللاخطية الكلمات المفتاحية:
 النواس المقلوب.
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Analytical Study of Optimal Control Methods in Certainty Systems with Case Study 
Dr.Jomana Diab*, Eng.Eliatha Alebrahem** 
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Abstract: 

Optimal control refers to the use of mathematical optimization techniques to determine 
the control signal that drives a system to the best behavior according to a specified 
criterion.  
This research paper aims to conduct a comprehensive analytical study of the optimization 
methods that have been applied so far to certainty systems, "those systems where all 
parameters are fully and accurately known". The study highlights the advantages and 
disadvantages of each method, providing a research base that can be referenced when 
selecting an appropriate optimization method for a given system. 
The optimization methods studied in this paper are: Linear Quadratic Regulator (LQR), 
Nonlinear LQR (NLQR), Iterative LQR (ILQR), Linear Quadratic Gaussian (LQG), 
Nonlinear LQG (NLQG), Model Predictive Control (MPC), and its nonlinear forms: 
Linearization MPC (LMPC) and Nonlinear MPC (NMPC).   
The methods whose discussed in the analytical study were applied to several systems 
with different natures of work and control requirements to enhance the results. 

Keywords: Linear Quadratic Regulator, Linear Quadratic Gaussian, Predictive Control, 
Linear Systems, Nonlinear Systems, inverted pendulum. 
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I.   مقدمة 
مفهوم الأمثلة هو مفهوم عام يعني الحصول على الأفضل وفق معايير محددة، وتعتبر نظرية التحكم الأمثل من النظريات 

يتم و وفق مؤشر أداء محدد بشكل مسبق،    معينةالأكثر أهمية في مجال التحكم، تهدف إلى جعل النظام يعمل بمواصفات  
الحصول على القيمة العظمى أو الصغرى له تبعا للحالة المطلوبة من عمل النظام، يتم ذلك بتصميم متحكم يعطي    السعي

 .إشارة العمل اللازمة لقيادة النظام، ويجبره لتحقيق المواصفات المطلوبة
رق التحكم الأمثل في النظم الخطية لسهولة التعامل معها وبساطة التطبيق، حيث  تناولت العديد من الأبحاث السابقة دراسة ط

لتطوير  التوجه  ثم تم. [6],[5],[4],[3],[2],[1]بنظام خطي معروف بشكل كامل ودقيق في  للتحكم LQRتصميم متحكم  تم
وذلك إما من خلال تقريب النظام اللاخطي  أنظمة الزمن الحقيقي التي تكون لا خطية،  هذه الطرق للتمكن من تطبيقها على

 عند كل نقطة تشغيل  يتم حسابه بشكل متكرر  حيث LQRأو باستخدام صيغة تكرارية لمتحكم  ،  [8],[7]كما في  الى خطي  
  إلى وللتخلص من مشكلة الضجيج التي عانت منها الدراسات السابقة تم التوجه الى إضافة مرشح كالمان و   . [11],[10],[9]

وظهرت طرق أمثلة اعتمدت نهج مختلف عما . [15],[14],[13],[12] ي الأبيضسلمعالجة الضجيج الغو     LQRالمتحكم 
وتم تطبيقه على النظم الخطية    الذي يعتمد على التنبؤ بالخطأ المستقبلي والعمل على تجنبه قبل وقوعه   MPCسبق مثل  
    .[22],[21],[20],[19],[18],[17],[16]واللاخطية 

II.  هدف البحث 
يهدف البحث إلى دراسة تحليلية لطرق التحكم الأمثل في النظم المحددة، سواء كانت هذه النظم خطية أو لاخطية، وذلك 
لتحديد مزايا وعيوب كل طريقة وبالتالي تأمين خلفية مرجعية أكاديمية لموضوع التحكم الأمثل، وقاعدة بحثية دقيقة للأبحاث 

 وجعلها أقرب إلى التطبيق العملي.   هذه الطرق المستقبلية التي تهدف إلى تطوير 
III. أهمية البحث 

هذا البحث هاما في مجال الأبحاث التي تتطلب استخدام التحكم الأمثل، حيث يوفر على الباحث المزيد من الدراسة والجهد  
 والبحث للوقوف على مزايا وعيوب الطريقة التي يريد استخدامها.

IV.  منهج البحث 
سنتناول في هذه الورقة أولا شرح آلية التحكم الأمثل بشكل عام، ثم مراجعة لطرق التحكم الأمثل بدءا من الطرق التقليدية،  

السلبيات والإيجابيات، آلية عملها، والمقارنة بينها من خلال توضيح  من خلال    النتائجوتعزيز    ودراسة هذه الطرق وبيان 
  يليها الخلاصة والآفاق المستقبلية المعتمدة عليها.   ،هذه الطرق على عدة أنظمة بطبيعة عمل ومتطلبات تحكم مختلفةتطبيق  

V.  طرق التحكم الأمثل 
نظم ذات بارامترات معروفة بشكل كامل ودقيق، وبالتالي تمتلك نموذج رياضي   (certainty systems)تعتبر النظم المحددة  

 دقيق، ومن هذا المنطلق، تم استعراض طرق التحكم الأمثل التي يمكن تطبيقها على هذا النوع من النظم: 
  LQR Linear Quadratic Regulatorالتحكم التربيعي الخطي  .1
من الطرق الأكثر موثوقية ودقة، يتميز ببساطته وسهولة تطبيقه، يحتاج نموذج رياضي دقيق للنظام ويعمل في فضاء يعتبر  
المثلى،    ويطبق , الحالة التحكم  إشارة  لحساب  تربيعية،  ذو صيغة  أداء  يستخدم مؤشر  إذ  فقط،  الخطية  النظم  وذلك  على 

تابعة لمصفوفات   (Algebraic Ricatti Equation ARE)تسمى معادلة ريكاتي الجبرية   على حل معادلة جبرية  بالاعتماد
 [6-1]قبل المصمم الحالة التي تمثل بارامترات النظام ومصفوفات التوزين التي يتم ضبطها من 

 آلية العمل  
 (:1يتم تصميم هذا النوع من المتحكمات بعد تمثيل النظام الخطي في فضاء الحالة كما في المعادلة )

𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐵𝑢(𝑡)                                    (1) 
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𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡)                                                           
خرج  yإشارة التحكم و  u  ، شعاع الحالة x، تمثل العلاقة بين الدخل والخرج Cمصفوفات تمثل بارامترات النظام،  A,B حيث

 النظام  
 (  2)وفق المعادلة  مؤشر الأداء ويعطى

𝐽 = ∫ [𝑥𝑇𝑄𝑥 + 𝑢𝑇𝑅𝑢]𝑑𝑡
∞

0

                                            (2) 

بضبط توزيع أثر   Qمصفوفات تربيعية متناظرة موجبة التحديد، يتم ضبطها من قبل المصمم، تقوم المصفوفة    Q, Rحيث  
 .  من ناحية الشدة وسرعة الاستجابة واستهلاك الطاقة بضبط إشارة التحكم Rالتحكم على الحالة، وتقوم المصفوفة 

 ( 3بتم إيجاد القيمة الصغرى لمؤشر الأداء وبالتالي الحصول على إشارة التحكم المثلى وفق المعادلة ) 
𝑢∗(𝑡) = arg𝑚𝑖𝑛𝑢(𝑡)  𝐽(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑢))                                (3) 

 A,Bتابعة لبارامترات النظام ال( 4فنحصل على معادلة ريكاتي )
𝐴𝑇𝑃 + 𝑃𝐴𝑇 + 𝑄 − 𝑃𝐵𝑅−1𝐵𝑇𝑃 = 0                             (4) 

المصفوفة   إيجاد  إيجاد  Pيتم من خلالها  ثم  أمثلتها،  المراد  البارامترات  الخلفي   التي تحوي  الربح  تمثل kمصفوفة  التي   ،
 (  5بارامترات المتحكم في فضاء الحالة، وتحسب من المعادلة )

𝐾 = 𝑅−1𝐵𝑇𝑃                                                      (5) 
     (6) وبعد ذلك، يتم حساب إشارة التحكم وفق قانون التحكم الخطي 

𝑢 = −𝐾𝑥                                                     (6) 
 LQR( النظام في الحلقة المغلقة بطريقة 1يوضح الشكل ) 

 
 
 
 

 LQRبطريقة  النظام في الحلقة المغلقة( 1الشكل)
 المزايا والعيوب

تتميز بسهولة الفهم والتطبيق، وقلة الكلفة الحسابية باعتبارها تعتمد على معادلة جبرية يتم حسابها لمرة واحدة فقط، بينما  
 تعاني من التعامل مع الأنظمة الخطية فقط، وتتأثر بالضجيج والاضطرابات في النظام. 

  NQR Nonlinear Quadratic Regulatorالتربيعي اللاخطي  المتحكم .2
لتصبح قادرة على التعامل مع الأنظمة اللاخطية، من خلال تقريب النظام اللاخطي      LQRتعتمد هذه الطريقة على تطوير   

إلى نظام خطي حول نقطة تشغيله وفق سلسلة تايلور، فنحصل على مؤشر أداء ونظام ديناميكي خطي لكل خطوة زمنية، 
 . [8], [7] التقليدية LQRثم تطبق طريقة 

 آلية العمل  
 (  7ليكن النظام المستمر اللاخطي ممثل بالمعادلة )

𝑥̇(𝑡) = 𝑓(𝑥, 𝑢)𝑡                                               (7) 
 تابع مستمر لاخطي   fحيث 

إلى  اللاخطية وتحويلها  التوابع  تايلور)التخلص من  باستخدام معادلات  نقطة تشغيله  لجعله خطيا حول  النظام  تقريب  يتم 
 (  8مصفوفات( وفق )

𝑓(𝑥, 𝑢) ≈ 𝑓(𝑥𝑡̅, 𝑢𝑡̅̅̅) + ∇𝑥𝑓(𝑥𝑡̅, 𝑢𝑡̅̅̅)(𝑥𝑡 − 𝑥𝑡̅) + ∇𝑢𝑓(𝑥𝑡̅, 𝑢𝑡̅̅̅)(𝑢𝑡 − 𝑢𝑡̅̅̅)                   (8) 

𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐵𝑢(𝑡) 

-K 

 

x 
u 
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,𝑥𝑓(𝑥𝑡̅∇حيث أن   𝑢𝑡̅̅̅) =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
, ∇𝑢𝑓(𝑥𝑡̅, 𝑢𝑡̅̅̅) =

𝜕𝑓

𝜕𝑢
وبالتالي تصبح معادلة النظام اللاخطي حول نقطة تشغيله مبينة  ،    

 ( 9بالمعادلة )

𝑥̇ = 𝑓(𝑥𝑠, 𝑢𝑠) +
𝜕𝑓

𝜕𝑥
|𝑥𝑠,𝑢𝑠

(𝑥 − 𝑥𝑠) +
𝜕𝑓

𝜕𝑢
|𝑥𝑠,𝑢𝑠

(𝑢 − 𝑢𝑠) +
1

2

𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
|𝑥𝑠,𝑢𝑠

(𝑥 − 𝑥𝑠)
2    

+
1

2

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑢
|𝑥𝑠,𝑢𝑠

(𝑥 − 𝑥𝑠)(𝑢 − 𝑢𝑠) +
1

2

𝜕2𝑓

𝜕𝑢2
|𝑥𝑠,𝑢𝑠

(𝑢 − 𝑢𝑠)
2  

+ ℎ𝑖𝑔ℎ 𝑜𝑑𝑟𝑒𝑟 𝑡𝑒𝑟𝑚                                                                            (9) 
,𝑥𝑠حيث   𝑢𝑠  ( 10تصبح معادلة النظام التقريبية )  شعاع الحالة وإشارة الدخل عند نقطة التشغيل، وبإهمال المشتقات الأعلى 

𝑥̇ ≈ 𝑓(𝑥𝑠, 𝑢𝑠) +
𝜕𝑓

𝜕𝑥
|𝑥𝑠,𝑢𝑠

(𝑥 − 𝑥𝑠) +
𝜕𝑓

𝜕𝑢
|𝑥𝑠,𝑢𝑠

(𝑢 − 𝑢𝑠)                (10) 
 باعتبار 

𝑓(𝑥𝑠, 𝑢𝑠) = 𝑥̅ و0 = 𝑥 − 𝑥𝑠 , 𝑢̅ = 𝑢 − 𝑢𝑠 
𝜕(𝑥 − 𝑥𝑠)

𝜕𝑡
≈

𝜕𝑓

𝜕𝑥
|𝑥𝑠,𝑢𝑠

(𝑥 − 𝑥𝑠) +
𝜕𝑓

𝜕𝑢
|𝑥𝑠,𝑢𝑠

(𝑢 − 𝑢𝑠) 
 ينتج لدينا  

𝜕𝑥̅

𝜕𝑡
≈

𝜕𝑓

𝜕𝑥
|𝑥𝑠,𝑢𝑠

𝑥̅ +
𝜕𝑓

𝜕𝑢
|𝑥𝑠,𝑢𝑠

𝑢̅ 
 ( 11وهذه المعادلة يمكن صياغتها وفق المعادلة ) 

𝑑𝑥̅

𝑑𝑡
≈ 𝑎𝑥̅ + 𝑏𝑢̅                                              (11) 

𝑎حيث    =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
|𝑥𝑠,𝑢𝑠

, 𝑏 =
𝜕𝑓

𝜕𝑢
|𝑥𝑠,𝑢𝑠

التقليدية     LQRيتم تطبيق طريقة  ثم  عدنا بالنظام الى الصيغة الخطية،    ، أي  
 السابقة.

 المزايا والعيوب
، بينما تعاني من الحاجة إلى   LQRتتميز بالقدرة على التعامل مع الأنظمة اللاخطية، مع سهولة التطبيق، والاحتفاظ بمزايا  

تقريب النظام عند كل نقطة تشغيل، والعبء الحسابي الناتج عن حساب مؤشر الأداء في كل عملية تقريب، مع فقد القليل  
 من الدقة نتيجة عمليات التقريب. 

 ILQR Iterative Linear Quadratic Regulatorالتحكم التربيعي الخطي التكراري  .3
   𝑥̂𝑘ومسار اسمي    kuهي خوارزمية تكرارية تطبق على النظم المتقطعة اللاخطية، حيث تبدأ بإيجاد سلسلة تحكم اسمية  

𝑢kوعندما تكون التهيئة الأولية غير ممكنة نعتبر    ،]9[المفتوحة  على النظام الديناميكي في الحلقة  ku ناتج عن تطبيق   =

,𝑥̂𝑘، ويتم تقريب النظام إلى خطي حول  0 𝑢k   الحالية، ثم تطبيقLQR     ،للحصول على إشارة التحكم المثلى بشكل محلي
 . [11],[10]ويتم التكرار حتى نهاية المسار

 آلية العمل  
 ( 12يتم تمثيل النظام المتقطع اللاخطي بالمعادلة )

𝑥𝑘+1 = 𝑓(𝑥𝑘, 𝑢𝑘)                                  (12) 
 ( 13الأداء ممثل بالمعادلة )  ويكون مؤشر

𝐽0 =
1

2
(𝑥𝑁 + 𝑥∗)𝑇𝑄𝑓(𝑥𝑁 − 𝑥∗) +

1

2
∑(𝑥𝑘

𝑇𝑄𝑥𝑘 + 𝑢𝑘
𝑇𝑅𝑢𝑘)

𝑁−1

𝑘=0

                      (13) 

, 𝑄 حيث 𝑄𝑓   مصفوفات توزين للحالة وRمصفوفة توزين إشارة التحكم وN    عدد الخطوات حتى الوصول للحالة المطلوبة
 شعاع الحالة الهدف.   ∗𝑥  و
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  [11],[10]مرجعية ( وفق الدراسة ال 14المعادلة )كما في يتم تقريب النظام إلى خطي 
𝛿𝑥𝑘+1 = 𝐴𝑘𝛿𝑥𝑘 + 𝐵𝑘𝛿𝑢𝑘                         (14) 

𝛿𝑥𝑘حيث  = 𝑥𝑘 − 𝑥̂𝑘و ،kA    للتابع التدرج  الحالة و  fمصفوفة  للتابع  kBبالنسبة لشعاع  بالنسبة لإشارة   fمصفوفة تدرج 
𝐴𝑘التحكم، كلاهما مصفوفات جاكوبيان تعطيان وفق التالي   =

𝜕𝑓

𝜕𝑥
|𝑘, 𝐵𝑘 =

𝜕𝑓

𝜕𝑢
|𝑘    ويتم تحديثهما على طول المسارkx.    

 (  15تصبح معادلة مؤشر الأداء )  ثم
𝐽 =

1

2
(𝑥𝑁 + 𝛿𝑥𝑁 − 𝑥∗)𝑇𝑄𝑓(𝑥𝑁 + 𝛿𝑥𝑁 − 𝑥∗)   

+
1

2
∑{(𝑥𝑘 + 𝛿𝑥𝑘)

𝑇𝑄(𝑥𝑘 + 𝛿𝑥𝑘) + (𝑢𝑘 + 𝛿𝑢𝑘)
𝑇𝑅(𝑢𝑘 + 𝛿𝑢𝑘)}            (15)

𝑁−1

𝑘=0

 

 ( 16للنظم اللاخطية بالمعادلة ) عادة يتم تمثيل مؤشر الأداء

𝐽 = ∫ 𝐿(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))𝑑𝑡
𝑇

0

                                (16) 

,𝐿(𝑥حيث   𝑢) = 𝑄 + 𝑢𝑇𝑅𝑢    ،أداء محلي هاملتون  ثم  مؤشر  معادلة  إيجاد  على  العمل  بالنسبة لإشارة  و يتم  اشتقاقها 
 التحكم، من أجل الحصول على معادلة تمثل إشارة التحكم المثلى. 

 ( 17أولا يتم تمثيل معادلة هاملتون بشكل عام بالمعادلة )
𝐻(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜆(𝑡), 𝑡) = 𝜆𝑇(𝑡) 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)) + 𝐿(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))          (17) 

 ( 18وبالتالي تصبح معادلة هاملتون لمؤشر الأداء الجديد لنظامنا المتقطع ممثلة بالمعادلة )
𝐻𝑘 =

1

2
(𝑥𝑘 + 𝛿𝑥𝑘)𝑇𝑄(𝑥𝑘 + 𝛿𝑥𝑘) +

1

2
(𝑢𝑘 + 𝛿𝑢𝑘)

𝑇𝑅(𝑢𝑘 + 𝛿𝑢𝑘)

+ 𝛿𝜆𝑘+1
𝑇 (𝐴𝑘𝛿𝑥𝑘 + 𝐵𝑘𝛿𝑢𝑘  )                         (18) 

 ( 19يتم اشتقاق تابع هاملتون بالنسبة لشعاع للحالة فنحصل على المعادلة )  
𝛿𝜆𝑘 = 𝐴𝑘

𝑇𝛿𝜆𝑘+1 + 𝑄(𝛿𝑥𝑘 + 𝑥𝑘)                                  (19) 
، وجعلها مساوية للصفر،  kuمشابه لضارب لاغرانج، ثم يتم اشتقاق معادلة هاملتون بالنسبة لإشارة التحكم    λحيث أن المتغير  

 (   20للحصول على إشارة التحكم المثلى المبينة بالمعادلة )
𝛿𝑢𝑘 = −𝑅−1𝐵𝑘

𝑇𝛿𝜆𝑘+1 − 𝑢𝑘                                               (20) 
 ( 14(، وتعويضهما في معادلة النظام الخطي ) 20(و)19ينتج نظام هاملتون بأخذ معادلتي الاشتقاق )

(
𝛿𝑥𝑘+1

𝛿𝜆𝑘
) = (

𝐴𝑘 −𝐵𝑘𝑅
−1𝐵𝑘

𝑇

𝑄 𝐴𝑘
𝑇 ) (

𝛿𝑥𝑘

𝛿𝜆𝑥+1
) + (

−𝐵𝑘𝑢𝑘

𝑄𝑥𝑘
)                (21) 

ثم إيجاد إشارة التحكم مجددا وهكذا حتى الوصول   النقطة الجديدة في المسار المخمن، 𝛿𝑥𝑘+1يتم حساب    𝛿𝑢𝑘أي بناء على  
 لنهاية المسار.

 يمكن تلخيص خطوات هذه الخوارزمية كما يأتي: 
  ku تهيئة إشارة تحكم اسمية  (1
 المقابلة لها للحصول على المسار المخمن لعمل النظام.  kx إيجاد  (2
 تحويل النظام الى خطي باعتباره تابع للخطأ بين الحالة المخمنة والحالة الهدف.   (3
 .   LQRحساب إشارة التحكم المثلى وفق   (4
 تكرار هذه العملية باعتبار خطأ التتبع مازال موجود.  (5

 المزايا والعيوب
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تتميز بالقدرة على اللتعامل مع النظم اللاخطية، والدقة في النتائج مع التخلص من الأخطاء الناتجة عن عمليات التقريب، 
ويمكن استخدامها في مسائل التتبع لاعتمادها على مسار مخمن، بينما تعاني من العمليات التكرارية المرهقة حسابيا، والحاجة  

 إلى إشارة تحكم أولية.  
  LQG Linear Quadratic Gaussian   التحكم التربيعي الخطي الغوسي .4

، يعتمد على حلقة  LQRليصبح مقاوم للضجيج، وهو مركب من خوارزمية تخمين ومتحكم    LQRيعتبر هذا المتحكم تطوير  
، وحلقة  LQEأمامية تعمل على تخمين الحالة للتخلص من الضجيج الناجم عن القياس، وذلك عن طريق مرشح كالمان  

  .LQR [12],[13],[14]خلفية تمثل المتحكم التربيعي الخطي 
 آلية العمل 

 (  22يتم تمثيل النظام الخطي المستمر مع ضجيج القياسات وضجيج العملية وفق المعادلة ) 
𝑥̇(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑥(𝑡) + 𝐵(𝑡)𝑢(𝑡) + 𝑣(𝑡)               

    𝑦(𝑡) = 𝐶(𝑡)𝑥(𝑡) + 𝑤(𝑡)                                (22) 
 ضجيج النظام والقياسات على التوالي، هو ضجيج غوسي أبيض. w,v حيث

( باعتباره 23(، ويتم تصميم مرشح كالمان وفق الصيغة المبينة بالمعادلة )2وكالمعتاد، يكون مؤشر الأداء ممثل بالمعادلة )
 نظام بحد ذاته  

𝑥̇̂(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑥̂(𝑡) + 𝐵(𝑡)𝑢(𝑡) + 𝐿(𝑡)(𝑦(𝑡) − 𝐶(𝑡)𝑥̂(𝑡)) 
𝑢(𝑡) = −𝐾(𝑡)𝑥̂(𝑡)                                                            (23) 

 ( 24هو ربح كالمان، ويعطى بحل المعادلة ) Lباعتبار 
𝐿(𝑡) = 𝑆(𝑡)𝐶𝑇(𝑡)𝑊−1(𝑇)                                            (24) 

(، ولكن بعد إضافة الضجيج  4مصفوفة موجبة التحديد، يتم الحصول عليها من خلال حل معادلة ريكاتي الجبرية ) Sحيث 
 لتصبح   Sبالمصفوفة  Pوباستبدال المصفوفة 

𝑆̇(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑆(𝑡) + 𝑆(𝑡)𝐴𝑇(𝑡) − 𝑆(𝑡)𝐶𝑇(𝑡)𝑊−1(𝑡)𝐶(𝑡)𝑆(𝑡) + 𝑉(𝑡)                    (25) 
باعتبار مؤشر الأداء التابع لتخمين الحالة التي حصلنا عليها من مرشح كالمان ممثل بالمعادلة   LQRوبعد ذلك يتم تصميم 

(26 ) 

𝐽𝑙𝑞𝑟 = ∫ [𝑥̂𝑇𝑄𝑥̂ + 𝑢𝑇𝑅𝑢]𝑑𝑡
∞

0

                                            (26) 

( مخطط النظام في الحلقة المغلقة بعد تطبيق  2، يوضح الشكل )[10]التقليدية    LQRيتم التعامل مع النظام بتطبيق    ثم
LQG 

 LQGمخطط النظام في الحلقة المغلقة بعد تطبيق  (2الشكل)
(  4والثانية ) ،LQE( في الحلقة الأمامية، وتعمل على حل المخمن التربيعي الخطي 25أي يوجد معادلتي ريكاتي: الأولى )

 . LQR التربيعي الخطي المتحكمفي الحلقة الخلفية، وتعمل على حل 

 
 

 

 

 

 

 

optimizer 

LQE 

LQR 

Plant 

𝑥(𝑡)
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 المزايا والعيوب
من حيث الدقة والسهولة في التطبيق، بينما تعاني من     LQRتتميز بالقدرة على التعامل مع الضجيج، مع الاحتفاظ بمزايا  

 عدم القدرة على التعامل مع النظم اللاخطية. والحاجة إلى حل معادلتي ريكاتي.
    NQG Nonlinear Quadratic Gaussianالتحكم التربيعي الغوسي اللاخطي  .5

تم تطوير التحكم التربيعي الغوسي ليتمكن من التعامل مع النظم اللاخطية، من خلال عدة طرق، منها إضافة مرشح كالمان 
 ، وهو يعتبر النسخة اللاخطية من مرشح كالمان حيث يكون خطي حول(EKF Extended Kalman Filter)الموسع  

 . [15] التخمين الحالي للحالة
 آلية العمل  

  (27) ليكن لدينا النظام اللاخطي المتقطع مضافا إليها الضجيج
𝑥𝑘 = 𝐹(𝑥𝑘−1, 𝑢𝑘−1) + 𝑤𝑘−1                   
𝑦𝑘 = 𝐺(𝑥𝑘, 𝑢𝑘) + 𝑣𝑘                        (27) 

تحويل النظام إلى خطي حول نقاط التوازن المحلية المتمثلة بالتخمين الحالي للحالة ولإشارة التحكم، وذلك وفق المعادلة   يتم أولا
(28  ) 

𝑥𝑘+1 = Φ𝑘 . 𝑥𝑘 + Γ𝑘 . 𝑢𝑘                                       
𝑦𝑘 = 𝐶𝑘 .  𝑥𝑘                                                   (28) 

Φ حيث   =
𝜕𝐹

𝜕𝑥
|𝑥=𝑥𝑘

, Γ =
𝜕𝐹

𝜕𝑢
|𝑢=𝑢𝑘

تدرج    Cو  uوبالنسبة لإشارة التحكم    x  بالنسبة لشعاع الحالة  Fتدرج التابع       
𝐶بالنسبة لشعاع الحالة    Gالتابع  =

𝜕𝐺

𝜕𝑥
|𝑥=𝑥𝑘

 
𝑥̃𝑘باعتماد تقريب النظام حول متوسط الحالة المخمنة   يتم تمثيل مرشح كالمان الموسع

𝑃̃𝑘,𝑘والتباين     −
  (29)وفق المعادلة    −

𝑥̃𝑘
− = 𝐹(𝑥̃𝑘−1, 𝑢𝑘−1)                                    

𝑃̃𝑘,𝑘
− = Φ𝑘 . 𝑃̃𝑘,𝑘−1

−  . Φ𝑘
𝑇 + 𝑄                              (29) 

 ( 30وبعد ذلك يتم حساب ربح المرشح وفق المعادلة )
𝐾𝑘 = 𝑃̃𝑘,𝑘

−  . 𝐶𝑘
𝑇  . (𝐶𝑘 . 𝑃̃𝑘,𝑘

−  . 𝐶𝑘
𝑇 + 𝑅)−1               (30) 

 ( 31ومن خلال هذه القيمة الجديدة لربح المرشح يتم تحديث كل من الحالة المخمنة والتباين كما موضح في المعادلة )
𝑥̃𝑘 = 𝑥̃𝑘

− + 𝐾𝑘 . (𝑦𝑘 − 𝐺(𝑥̃𝑘
− , 𝑢𝑘))                          

𝑃̃𝑥,𝑘 = (𝐼 − 𝐾𝑘 . 𝐶𝑘). 𝑃̃𝑥,𝑘
−                                          (31) 

تتكرر ذه الخطوات عند كل لحظة أخذ عينات والتي يليها تخمين للبارامترات التي على إثرها يتم تحديث ربح المرشح والتباين 
P  الذي يقابل في النظام المستمر المصفوفةP .الناتجة عن حل معادلة ريكاتي التقليدية 

 المزايا والعيوب
النظم اللاخطية، بالإضافة إلى بمزايا   الناتج عن  LQGتتميز بالقدرة على التعامل مع  ، بينما تعاني من العبء الحسابي 

التكرارية التي تتضمن إيجاد مصفوفات جاكوبيان عند كل تخمين للحالة، والتحديث المستمر لبارامترات المرشح   العمليات 
 المتمثلة بمتوسط الحالة المخمنة والتباين.

      MPC Model Predictive Control  التحكم التنبؤي المعتمد على نموذج .6
خلال أفق زمني يسمى أفق التنبؤ، ثم مقارنته  على استخدام نموذج جيد للنظام لتخمين خرج النظام المستقبلي  MPCيعتمد  

مع الخرج المطلوب للحصول على خطأ تخمين مستقبلي، يتم استخدامه من خلال عميلة الأمثلة للحصول على سلسلة من  
أي العمل على تجنب   إشارات التحكم خلال أفق يسمى أفق التحكم، مع مراعاة القيود المفروضة على خرج ودخل النظام،

  [16]عملية أمثلة تكرارية قبل وقوعه، ويعتبر  الخطأ
 آلية العمل  
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يتم إيجاد مسار مستقبلي تنبؤي للنظام باستخدام نموذج رياضي وسلسلة تحكم أولية، وبناء على هذا المسار يتم إيجاد خطأ  
 ( بنية هذا المتحكم 3في الشكل ) يظهر هذا الخطأ،التخمين المستقبلي، ثم تحديث إشارة التحكم المستقبلية لتفادي 

 
 MPC( بنية المتحكم 3الشكل)

يتم حساب إشارة التحكم المستقبلية من خلال أمثلة دالة تعتمد على الخطأ المستقبلي، وعادة تكون هذه الدالة بصيغة تربيعية  
 ( 32موضح في المعادلة ) كما [17]المرجعيللخطأ بين الخرج المتنبأ به والمسار 

𝐽 = ∑ ||𝑌̂(𝐾 + 1) − 𝑟(𝑘 + 1)||𝑄
2 +

𝐻𝑃

𝐾=1

||∆𝑢(𝑘 + 1)||𝑅
2                        (32) 

𝑌̂(𝐾حيث  + 𝑟(𝑘 الخرج المستقبلي المخمن و (1 +  أفق التنبؤ.  𝐻𝑃الخرج المطلوب و  (1
بالاعتماد على أول قيمة لإشارة التحكم والخرج المقابل لها، فنحصل على   kيتم التنبؤ بالمسار المستقبلي في كل لحظة زمنية  

𝑦̂(𝑡   المسار المتنبأ به + 1|𝑘) وبناء على هذا الخرج نحصل على سلسلة من إشارات التحكم المستقبلية، وتبقى إشارة ،
حتى أخذ قياسات جديدة للخرج، أي تتكرر عملية التنبؤ والأمثلة للحصول على    [t,t+δ]التحكم ثابتة ضمن الفترة الزمنية  

   [18]جديدة إشارة تحكم جديدة مع كل عملية قياس 
 (  33ليكن لدينا النظام الخطي المتقطع في فضاء الحالة المبين بالمعادلة )

𝑥(𝑘 + 1) = 𝐴(𝑘)𝑥(𝑘) + 𝐵(𝑘)𝑢(𝑘)                                     
𝑦(𝑘) = 𝐶(𝑘)𝑥(𝑘)                                                           (33) 

(، نلاحظ من معادلة مؤشر الأداء، أن الجزء الأول يمثل خطأ التخمين، والجزء 32و يكون مؤشر الأداء موضح بالمعادلة )
𝑢(𝑘)∆الثاني يمثل تغير إشارة التحكم    = 𝑢(𝑘) − 𝑢(𝑘 −  (  34، وبالتالي تكون إشارة التحكم ممثلة بالمعادلة ) (1

𝑢(𝑘) = ∆𝑢(𝑘) + 𝑢(𝑘 − 1)                                          (34) 
 خرج النظام المستقبلي ( يصبح لدينا 33بمعادلة النظام ) (34بتعويض المعادلة )

𝑥̂(𝑘 + 1) = 𝐴(𝑘)𝑥(𝑘) + 𝐵(𝑘)∆𝑢(𝑘)                                     
𝑦̂(𝑘 + 1) = 𝐶(𝑘)𝑥̂(𝑘 + 1)   

𝑥(𝑘 + 1) = 𝐴𝑥(𝑘) + 𝐵𝑢(𝑘 − 1) + 𝐵∆𝑢(𝑘)                      (35) 
 . [18]التحكم السابقة( وجود جزء يعتمد على إشارة التحكم الحالية، وجزء يعتمد على إشارة 35نلاحظ من المعادلة ) 

 في كل لحظة زمنية بما يلي:   MPCيمكن تلخيص آلية عمل 
 الحصول على قياسات لشعاع الحالة ولخرج النظام    (1
 بناء على هذه القياسات.  𝑦̂   (k+1)استخدام النموذج لحساب الخرج المستقبلي (2
 التي تحقق مؤشر أداء أصغري على مدى أفق التنبؤ.   u(k+1)حساب إشارة التحكم المستقبلية  (3
 إرسال إشارة التحكم التي تم الحصول عليها إلى النظام. (4
 ثم تكرار العملية.  (5
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أي تتم الأمثلة في كل لحظة أخذ عينات من خلال حساب الخطأ بين الخرج المستقبلي المخمن والخرج المطلوب دون الحاجة  
 .LQR, LQGلحل معادلة ريكاتي الجبرية، أي بنهج مختلف عن طرق 

 المزايا والعيوب
على قياسات الدخل والخرج للنظام، بالإضافة    ابأمثلة أداء النظام دون الحاجة لحل معادلة ريكاتي، والمرونة لاعتماده تتميز

بسبب تكرار عملية    والتعقيد الكبير  إلى تحديث إشارة التحكم عند كل عملية قياس، بينما تعاني من الكلفة الحسابية العالية 
التنبؤ والأمثلة بشكل كامل عند كل لحظة اخذ عينات، والاعتماد في حساب الأخطاء المستقبلية على نموذج رياضي قد لا  

 يكون دقيق لوصف نظام محدد. 
      LMPC Linearization Model Predictive Controlالتحكم التنبؤي المعتمد على نموذج  .7

تم العمل على تطوير طريقة التحكم التنبؤي للتعامل مع النظم اللاخطية، وكانت أكثر الطرق شيوعا هي طريقة تحويل النظام  
 أفق زمني محدد، إي إيجاد إشارة التحكم محليا، وتكرار  ضمن  [20],[19]نقاط تشغيلاللاخطي الى نظام خطي حول عدة  

 العملية مع كل لحظة أخذ قياسات جديدة. 
 آلية العمل  

 ( 7ليكن لدينا النظام المستمر اللاخطي الممثل بالمعادلة )
، ويكون مؤشر  𝑢̅ و 𝑥̅يجب أولا التمييز بين القيم المتنبأ بها والقيم الحقيقية من خلال اعتبار أن القيم التي يتم التنبؤ بها  

 ، وذلك من أجل حساب إشارة التحكم المثلى خلال هذه الفترة. pHالأداء تابع لهذه القيم خلال أفق التنبؤ 

𝐽 = ∫ 𝑓(𝑥̅
𝑡+𝐻𝑝

𝑡

(𝜏), 𝑢̅(𝜏)) 𝑑𝜏                    (36) 

ولكن حل مؤشر الأداء هذا بالنسبة لبارامترات لاخطية صعب جدا، لذا يتم الحصول على نموذج خطي محلي للنظام اللاخطي  
  iباعتبار    NLQGحول نقاط التشغيل هذه كما في    i, BiAمن خلال إيجاد مصفوفات جاكوبيان  حول عدة نقاط تشغيل،  

 . [21],[20],[19]ل تمثل نقاط التشغي
يتم تكرار هذه الخطوات على كامل المسار،  و   . (16)  وفق المعادلة  𝐽𝑖وبناء على كل نموذج خطي، يتم حساب مؤشر الأداء  

 بمعنى أخر نحصل على عدة إشارات تحكم مثلى بدلا من إشارة واحدة على كامل مجال العمل. 
 المزايا والعيوب

تتميز بالقدرة على التعامل مع الأنظمة اللاخطية، وتكيفية حيث يتم الحصول على إشارات تحكم مثلى متعددة، بالإضافة إلى  
، بينما تعاني من الكلفة الحسابية المرتفعة نتيجة تكرار عملية التنبؤ والأمثلة عند كل لحظة أخذ عينات، وتحويل MPCمزايا  

النظام إلى خطي بشكل محلي، مع عدم القدرة على إيجاد نموذج جيد إلا باستخدام بيانات الدخل والخرج، وهذا يعتبر مهمة 
 بالخطي.صعبة جداً لتحديد النموذج اللاخطي مقارنة 

 NMPC Nonlinear Model Predictive Controlالتحكم التنبؤي للاخطي المعتمد على نموذج  .8
لكن دون الحاجة إلى تحويل النظام اللاخطي إلى خطي، وإنما يتم التعامل معه من    LMPCهذه الطريقة مشابهة لطريقة  

 . [21]خلال تحويله إلى نظام متقطع ومتابعة عملية الأمثلة كالمعتاد
 
 

 آلية العمل  
لتقطيع    fourth-order Runge–Kutta(، يتم استخدام طريقة  7ليكن لدينا النظام المستمر اللاخطي الممثل بالمعادلة )

 ( 37النظام المستمر لأنها تتميز بالدقة، فيصبح لدينا النظام المتقطع الجديد ممثل بالمعادلة )
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𝑥(𝑘 + 1) = 𝑥(𝑡) +
1

6
(𝐾1 + 2𝐾2 + 2𝐾3 + 4𝐾4)                      (37) 

𝐾1زمن أخذ العينات و T حيث = 𝑇𝑓(𝑥𝑘, 𝑢𝑘) و 𝐾2 = 𝑇𝑓 (𝑥𝑘 +
1

2
𝐾1, 𝑢𝑘)  

𝐾3و   = 𝑇𝑓 (𝑥𝑘 +
1

2
𝐾2, 𝑢𝑘) 𝐾4  و = 𝑇𝑓(𝑥𝑘 + 𝐾3, 𝑢𝑘) 

 ( 38ممثل بالمعادلة )  هيكون الهدف هو إيجاد إشارة التحكم المثلى التي تجعل مؤشر الأداء أصغري، باعتبار 

𝐽 = ∑|𝑥𝑘+𝑖 − 𝑥𝑟𝑒𝑓
𝑖 |𝑄

2

𝐻𝑝

𝑖=1

+ ∑|𝑢𝑖 − 𝑢𝑖−1|𝑅
2

𝐻𝑐

𝑖=1

                          (38) 

𝑥𝑟𝑒𝑓حيث 
𝑖  تمثل الحالة المطلوبة في اللحظةi  ،𝑥𝑘+𝑖  تمثل اللحظة المتنبأ بها بعدi خطوة، وk   .تمثل اللحظة الحالية 

 المزايا والعيوب
خطي، بينما تعاني من التعقيد    خطي إلىلا، تتميز بالدقة للتخلص من عمليات تحويل النظام الMPCبالإضافة إلى مزايا

 . حسابيا الحسابي الناتج عن التعامل مع النظم المتقطعة، والعمليات التكرارية المرهقة
VI.  نتائج الدراسة التحليلية 

( الذي يوضح الفرق من خلل الدقة والعمليات التكرارية 1يمكن تلخيص المقارنة بين الطرق السابقة من خلال الجدول )
 والتعقيد الحسابي بالإضافة إلى مقاومة الضجيج.  

 المقارنة بين طرق التحكم الأمثل في النظم المحددة (: 1) رقم  الجدول

 لضجيج مقاومة ا الحسابي  التعقيد العمليات التكرارية  الدقة  الطريقة 

LQR  تنفذ لمرة واحدة   عالية
offline 

 تتأثر  3O(n(، عمليات بسيطة وسهلة 

NLQR   متوسطة بسبب تقريب
 النظام 

موجودة عند كل نقطة  
 تشغيل 

  متزايد بسبب تحويل النظام الى خطي
  3O(n(  >عند كل نقطة تشغيل، 

 تتأثر 

ILQR   عالية لتخلصها من
 أخطاء التقريب 

موجودة على كامل  
 المسار

مع  متزايد بسبب تكرار عملية الأمثلة 
  3O(n(   >كل تخمين، 

 تتأثر 

LQG  تنفذ لمرة واحدة   عالية
offline 

متزايد بسبب عمليات حساب ربح  
 O(n3O(n +(3(، مرشح كالمان

 لا تتأثر 

NLQG  موجودة عند كل   عالية
 تخمين الحالة 

متزايد بسبب حساب ربح المرشح  
وتكرار لعملية الأمثلة في كل خطوة  

 O(n3O(n +(3(  >، تخمين

 لا تتأثر 

MPC   تعتمد على النموذج
 المستخدم المرجعي  

موجودة عند كل لحظة  
 أخذ عينات 
N *Hc  

متزايد بسبب إعادة عمليات التنبؤ  
 على طول أفق التنبؤ، والأمثلة 

)3O(Hp 

 لا تتأثر 

LMPC   تعتمد على النموذج
 المستخدم المرجعي  

موجودة مع كل لحظة  
 أخذ عينات 

متزايد بسبب تكرار لعملية التحويل  
على طول   الى خطي والتنبؤ والامثلة

 3O(Hp(   >أفق التنبؤ، 

 لا تتأثر 

NMPC  أكثر دقة منLMPC   موجودة مع كل لحظة
 أخذ عينات 

متزايد بسبب التعامل مع النظام  
بصيغة المتقطعة وتكرار عملية التنبؤ  

   > على طول أفق التنبؤ،  والامثلة 
)3O(Hp  

 لا تتأثر 
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يعطي أداء أقرب للناحية العملية كونها تعاملت مع وجود ضجيج واضطرابات، ولكن    LQG( ، أن  1نلاحظ من الجدول) 
، الذي MPCبقي مقبولا مقارنة بتعقيد    LQRعلى حساب سرعة الاستجابة والتعقيد الحسابي، الذي رغم ارتفاعه مقارنة ب  

كان مرتفع جدا، مع تحكم تكيفي بطيء قليلا، لكن على المدى البعيد يعطي نتائج أفضل كونه يتعامل مع أي تغيرات بالنظام  
على مرتبته الأولى بسرعة الاستجابة   LQRمن خلال الاعتماد على الخرج المستقبلي لتقييم إشارة التحكم، وبالتالي حافظ  

   LQRوالدقة، ولكن ذلك دون وجود ضجيج أو اضطرابات أو تغيرات في بيئة النظام ،ومن هنا يمكن تحديد استخدام المتحكم  
في حال كانت الأولوية للسرعة والدقة،  وكان التعامل مع نظام دون دراسة الاضطرابات والضجيج, و يمكن اختيار متحكم 

LQG  وأخيرا ويمكن اختيار لضجيج المطبق على النظام سيدرس ويتم أخذه بعين الاعتبارفي حال كان ا .MPC   في حال
هي العامل الأهم دون النظر إلى زمن  بيئة تؤدي إلى تغيرات في ديناميكية النظام    كانت المحافظة على الدقة للنظام في  

 التنفيذ وتعقيد الحسابات. 
VII. والنتائج  المحاكاة 

لتأكيد نتائج الدراسة التحليلية تم تطبيق طرق التحكم المختلفة المدروسة أعلاه على ثلاثة نظم بطبيعة عمل ومتطلبات تحكم 
، حيث يبين  المخمد  –النابض    –الكتلة    مظاننظام النواس المقلوب اللاخطي و و مختلفة، وهي نظام النواس المقلوب الخطي  

 ( الاختلاف بين هذه النظم وفق طبيعة العمل ومتطلبات التحكم 2الجدول ) 
 المخمد -النابض-الاختلاف بين نظام النواس المقلوب الخطي واللاخطي ونظام الكتلة : (2)جدول 

 متطلبات التحكم   طبيعة العمل  
غير مستقر بطبيعته وحساس جدا لأي  نظام النواس المقلوب الخطي  

العربة  إزاحة  في  إلى  وهو    تغير  مائل 
 السقوط بطبيعته 

زاوية  جعل  خلال  من  التوازن  تحقيق 
الشاقول صفرية مع  و النواس  يتطلب ، 

 استجابة سريعة 
جدا   نظام النواس المقلوب اللاخطي   وحساس  بطبيعته  مستقر  غير 

تأثير   مثل  اللاخطية  بالعوامل  ويتأثر 
وانحراف  النواس  على  الأفقية  الرياح 

 الزاوية حتى وإن كان صغير 

التوازن وتأمين استجابة سريعة  تحقيق 
نقاط  عند  النظام  تقريب  ضرورة  مع 

 التشغيل من لاخطي إلى خطي  

الاستقرار   المخمد  -النابض –نظام الكتلة  إلى  يذهب  مهتز  نظام 
 بطبيعته ذو ديناميكية بطيئة 

الثانية الكتلة  لا يوجد    ،تحقيق استقرار 
قيود على سرعة الاستجابة لأنه لن يفقد 

على  ن  الزم  معالاستقرار وانما سيستقر  
 عكس النواس المقلوب 

 
 نظام النواس المقلوب الخطي  •

 LQR يعتبر نظام النواس المقلوب من النظم الأكثر اعتمادا كنظام فحص لنظريات التحكم، لبساطته وسهولة تطبيقه وفهم
. لذا تم اعتماده في هذه الورقة لمقارنة أداء طرق التحكم الأمثل الخطية المذكورة أعلاه. يتكون من نواس معلق بشكل  [22]

النظام بطبعه غير مستقر أي النواس  ا هذ (. 4كما موضح بالشكل )مقلوب كتلته للأعلى على عربة قابلة للحركة أفقيا، 
  يسيقع بالحالة الطبيعية، لذا يتم تطبيق قوة خارجية على العربة لتسمح بتحريكها أفقيا لضمان ثبات النواس بشكل عامود

وإزاحة العربة  θوخرجه هو زاوية ميلان النواس عن الشاقول  u، أي يكون دخل النظام هو القوة المطبقة على العربة [22]
x ،[22] وتكون المعادلات التفاضلية للنظام:   
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𝑥 =
𝑢 + 𝑚𝑙 sin 𝜃 𝜃̇2 − 𝑚𝑔 cos 𝜃 sin 𝜃

𝑀 + 𝑚 − 𝑚 cos2 𝜃
                          (39) 

𝜃 =
𝑢 cos 𝜃 + (𝑀 + 𝑚)𝑔 sin 𝜃 − 𝑚𝑙 cos 𝜃 sin 𝜃 𝜃̇2

𝑚𝑙 cos2 𝜃 − (𝑀 + 𝑚)𝑙
       (40) 

𝜃 نقوم بتحويل النظام إلى صيغته الخطية حول نقطة توازنه أي ≈ 0, cos 𝜃 = 1, sin 𝜃 = 𝜃  في فضاء   يلهيتم تمثو
,𝑥 ]باعتبار متغيرات الحالة  ( 1)  وفق المعادلةالحالة  𝑥̇, 𝜃, 𝜃̇]  المصفوفات وA, B    :كالتالي 

𝐴 =

[
 
 
 
 
 
0           1            0      0

0      −
𝑚𝑔

𝑀
       0     0

0           0                1        0

0     
𝑔(𝑀 + 𝑚)

𝑀
    0      0 ]

 
 
 
 
 

, 𝐵 =

[
 
 
 
 
 

0
1

𝑀
0

−
1

𝑙𝑀]
 
 
 
 
 

 

 (3)بارامترات النواس المقلوب مبينة بالجدول  حيث
 بارامترات النواس المقلوب  :(3)جدول ال

 L طول النواس   g تسارع الجاذبية الأرضية   m كتلة النواس   M كتلة العربة 
0.455 kg  0.21 kg 29.81 m/s 0.3 m 

  LQRتطبيق 
𝐽الهدف من التحكم جعل مؤشر الأداء يكون  = ∫ [𝑥𝑇𝑄𝑥 + 𝑢𝑇𝑅𝑢]𝑑𝑡

∞

0
مصفوفات   Q, Rحيث ، أصغر ما يمكن     

بهدف التركيز على    Q=diag([10 1 500 1])  في حالتنا  ،  تربيعية متناظرة موجبة التحديد، يتم ضبطها من قبل المصمم
وفق قانون  بتم إيجاد القيمة الصغرى لمؤشر الأداء وبالتالي الحصول على إشارة التحكم المثلى    .R=0.2زاوية النواس، و
𝑢التحكم الخطي  = −𝐾𝑥     حيثK    صفوفة الربح الخلفي والتي تحسب من المعادلة  م هي  𝐾 = 𝑅−1𝐵𝑇𝑃     حيثP  

𝐴𝑇𝑃مصفوفة موجبة التحديد يتم الحصول عليها من معادلة ريكاتي + 𝑃𝐴𝑇 + 𝑄 − 𝑃𝐵𝑅−1𝐵𝑇𝑃 = 0   
  LQGتطبيق 

 بعد إضافة ضجيج القياس وضجيج العملية فيصبح تمثيل النظام بالصيغة التالية   النظامعلى  LQGيتم تطبيق  
𝑥̇(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑥(𝑡) + 𝐵(𝑡)𝑢(𝑡) + 𝑣(𝑡)               
    𝑦(𝑡) = 𝐶(𝑡)𝑥(𝑡) + 𝑤(𝑡)                           

 ، w=v=0.01*eye(4)وتكون قيمة كل منهما    ضجيج النظام والقياسات على التوالي، هو ضجيج غوسي أبيض.  w,v  حيث
𝐿(𝑡)حيث يكون ربح كالمان    يتم تصميم مرشح كالمان = 𝑆(𝑡)𝐶𝑇(𝑡)𝑊−1(𝑇)    حيثS   مصفوفة موجبة التحديد، يتم

 التالية:  معادلة الجبريةال الحصول عليها من خلال حل 
 𝑆̇(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑆(𝑡) + 𝑆(𝑡)𝐴𝑇(𝑡) − 𝑆(𝑡)𝐶𝑇(𝑡)𝑊−1(𝑡)𝐶(𝑡)𝑆(𝑡) + 𝑉(𝑡) 

 [23] المقلوبنظام النواس :(4) الشكل
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 معطى بالمعادلة  باعتبار مؤشر الأداء التابع لتخمين الحالة التي حصلنا عليها من مرشح كالمان    LQRوبعد ذلك يتم تصميم  

𝐽𝑙𝑞𝑟 = ∫ [𝑥̂𝑇𝑄𝑥̂ + 𝑢𝑇𝑅𝑢]𝑑𝑡
∞

0

            

   MPCتطبيق 
 أولا نحسب إشارة الخرج المستقبلي وفق المعادلة  

𝑥̂(𝑘 + 1) = 𝐴(𝑘)𝑥(𝑘) + 𝐵(𝑘)∆𝑢(𝑘)                                     
𝑦̂(𝑘 + 1) = 𝐶(𝑘)𝑥̂(𝑘 + 1)   

𝑢(𝑘)∆    حيث   = 𝑢(𝑘) − 𝑢(𝑘 − الفتغير في إشارة التحكم ، بحيث يحقق هذا الخرج المستقبلي القيمة الصغرى    (1
الأداء   𝐽  لمؤشر  = ∑ ||𝑌̂(𝐾 + 1) − 𝑟(𝑘 + 1)||𝑄

2 +
𝐻𝑃
𝐾=1 ||∆𝑢(𝑘 + 1)||𝑅

2 اعتماد      𝑟(𝑘مع  + الخرج    (1
في    أفق التنبؤ.  𝐻𝑃و   جعل زاوية ميلانه عن الشاقول مساوية الصفر  و وفي نظامنا هو صفر أي استقرار النواس    المطلوب

𝑢(𝑘∆من خلال مؤشر الأداء هذا نحسب إ  ،Hp=20  نظامنا هذا تم اعتماد   + 𝑢(𝑘∆، و من خلال العلاقة    (1 + 1) =

𝑢(𝑘 + 1) − 𝑢(𝑘) طول أفق التنبؤ.وتستمر العملية على ، ، نوجد إشارة التحكم و نرسلها للنظام 
,0.1.0] باعتماد الشروط الابتدائية

𝜋

2
,  .LQR,LQG,MPCتم تطبيق طرق التحكم الأمثل  [0

الشكل  و   ،يمثل زاوية ميل النواس  الذي  (6يمثل إزاحة العربة والشكل )الذي  (  5كانت نتائج المحاكاة كما موضح بالشكل )
 إشارة التحكم  يمثل (7)

 LQR,LQG,MPCإزاحة العربة عند تطبيق :  (5) رقم  الشكل

 LQR,LQG,MPCزاوية ميل النواس عند تطبيق  :(6) الشكل

 LQR,LQG,MPCإشارة التحكم عند تطبيق  :(7) الشكل

 ( 4وفق الجدول )  موضحة والتجاوز الأعظميالاستقرار  وزمنكانت قيم زمن الارتفاع 
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 الخطي  على نظام النواس المقلوب LQR,LQG,MPC المقارنة بين (: 4)رقم الجدول 
 LQR LQG MPC 

Rise time (s) 0.139 0.258 0.179 
Overshoot % 0.01 0.08 0.33 

Ts (s)  6.72 4.04 2.36 زمن الاستقرار 
 (s)6.290037 0.050525 0.039414 زمن التنفيذ 

يحتاج زمن تنفيذ    MPCيحقق الاستقرار بزمن أقل وتجاوز أعظمي شبه معدوم، بينما    LQRنلاحظ من الجدول السابق أن  
 . LQR,LQGكبير مقارنة ب 

 Nonlinear Inverted Pendulumالنواس المقلوب اللاخطي  •
مع إضافة تأثير الرياح الأفقية على النواس   أي كنظام لاخطي العمليةبحالته  (4)لممثل بالشكل ايتم دراسة النواس المقلوب 

𝐹𝑤  [23] فتصبح معادلاته بالصيغة التالية وفق الدراسة 
(𝑀 + 𝑚)𝑥̈ − 𝑚𝑙 sin 𝜃𝜃̇2 + 𝑚𝑙 cos 𝜃𝜃̈ = 𝑢 + 𝐹𝑤              (41) 

𝑚𝑥̈ cos 𝜃 + 𝑚𝑙𝜃̈ = 𝑚𝑔 sin 𝜃 + 𝐹𝑤 cos 𝜃          (42) 
 ( نحصل على معادلات النواس المقلوب اللاخطي مع تأثير الرياح الأفقية 40( و ) 39نطلاقا من المعادلتين )اوبالتالي و 

𝑥 =
𝑢 cos 𝜃 + 𝑚𝑙 sin 𝜃 𝜃̇2 − 𝑚𝑔 cos 𝜃 sin 𝜃 + 𝐹𝑤 sin2 𝑥3 

𝑀 + 𝑚 − 𝑚 cos2 𝜃
                          (43) 

𝜃 =
𝑢 cos 𝜃 + (𝑀 + 𝑚)𝑔 sin 𝜃 − 𝑚𝑙 cos 𝜃 sin 𝜃 𝜃̇2 − (

𝑀
𝑚)𝐹𝑤 cos 𝑥3 +𝐹𝑤 cos 𝜃

𝑚𝑙 cos2 𝜃 − (𝑀 + 𝑚)𝑙
       (44) 

 
   LQRتطبيق 

على نظام لاخطي يتم تقريب النظام حول نقطة تشغيله إلى نظام خطي و ذلك من خلال حساب     LQRليتم تطبيق المتحكم  
 مصفوفات جاكوبيان للنظام حوا هذه النقطة، في نظام النواس المقوب اللاخطي تكون تقطة التشغيل   

𝑥̇(𝑡)النظام ممثل بالصيغة  = 𝑓(𝑥, 𝑢)𝑡    حيث  شعاع الحالة[ 𝑥, 𝑥̇, 𝜃, 𝜃̇]  و بالتالي يكون 

𝑑

𝑑𝑡
𝑥 = 𝑑 [

𝑥
𝑥̇
𝜃
𝜃̇

] = [

𝑥̇
𝑥̇̈
𝜃̇

𝜃̇̈

 ( 44( و )43)توتبع لاخطية ممثلة وفق المعادلتين  𝜃̈ و𝑥̈وتكون   [

𝜃 نقوم بتحويل النظام إلى صيغته الخطية حول نقطة توازنه أي ≈ 0, cos 𝜃 = 1, sin 𝜃 = 𝜃    وباعتبار𝑥𝑠, 𝑢𝑠   شعاع
 تصبح معادلة النظام التقريبية  الحالة وإشارة الدخل عند نقطة التشغيل، وبإهمال المشتقات الأعلى
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𝑥̇ ≈ 𝑓(𝑥𝑠, 𝑢𝑠) +
𝜕𝑓

𝜕𝑥
|𝑥𝑠,𝑢𝑠

(𝑥 − 𝑥𝑠) +
𝜕𝑓

𝜕𝑢
|𝑥𝑠,𝑢𝑠

(𝑢 − 𝑢𝑠)      
,𝑓(𝑥𝑠  باعتبار   𝑢𝑠) = 𝑥̅ و0 = 𝑥 − 𝑥𝑠 , 𝑢̅ = 𝑢 − 𝑢𝑠  ،𝜕(𝑥−𝑥𝑠)

𝜕𝑡
≈

𝜕𝑓

𝜕𝑥
|𝑥𝑠,𝑢𝑠

(𝑥 − 𝑥𝑠) +
𝜕𝑓

𝜕𝑢
|𝑥𝑠,𝑢𝑠

(𝑢 − 𝑢𝑠) 
𝑥̅��ينتج لدينا  

𝜕𝑡
≈

𝜕𝑓

𝜕𝑥
|𝑥𝑠,𝑢𝑠

𝑥̅ +
𝜕𝑓

𝜕𝑢
|𝑥𝑠,𝑢𝑠

𝑢̅ 
𝑑𝑥̅وهذه المعادلة يمكن صياغتها وفق المعادلة  

𝑑𝑡
≈ 𝑎𝑥̅ + 𝑏𝑢̅          

𝑎حيث    =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
|𝑥𝑠,𝑢𝑠

, 𝑏 =
𝜕𝑓

𝜕𝑢
|𝑥𝑠,𝑢𝑠

التقليدية     LQRيتم تطبيق طريقة  ثم  عدنا بالنظام الى الصيغة الخطية،    ، أي  
 السابقة.

,𝑥 ]( باعتبار متغيرات الحالة  1ويتم تمثيله في فضاء الحالة وفق المعادلة ) 𝑥̇, 𝜃, 𝜃̇]  والمصفوفاتA, B    :كالتالي 

𝐴 =

[
 
 
 
 
 
0           1            0      0

0      −
𝑚𝑔

𝑀
       0     0

0           0                1        0

0     
𝑔(𝑀 + 𝑚)

𝑀
    0      0 ]

 
 
 
 
 

, 𝐵 =

[
 
 
 
 
 

0
1

𝑀
0

−
1

𝑙𝑀]
 
 
 
 
 

 

 (  3بارامترات النواس المقلوب مبينة بالجدول ) حيث
𝐴𝑇𝑃تقليدي من خلال حل معادلة ريكاتي      LQRبعد تحويل النظام من لاخطي إلى خطي عند نقطة تشغيله يتم تطبيق   +

 𝑃𝐴𝑇 + 𝑄 − 𝑃𝐵𝑅−1𝐵𝑇𝑃 = موجبة التحديد وثم نحسب مصفوفة الربح     pالتي نحصل من خلالها على المصفوفة    0
𝐾الخلفي   = 𝑅−1𝐵𝑇𝑃    وأخيرا نوجد إشارة التحكم المثلى وفق المعادلة𝑢 = −𝐾𝑥 

  R=1و  Q=diag([10 1 500 1])تم اختيار المصفوفة 
  LQGتطبيق 

𝑥̇لات كالتالي  دبإضافة الضجيج إلى النظام اللاخطي تكون المعا = 𝐹(𝑥, 𝑢) + 𝑤 , 𝑦 = 𝐶(𝑥, 𝑢) + 𝑣     ،يتم أولا 
𝑥̇تحويل النظام إلى خطي حول نقاط التوازن المحلية، وذلك وفق المعادلة  = Φ . 𝑥̅ + Γ . 𝑢̅         ،  حيث Φ =

𝜕𝐹

𝜕𝑥
|𝑥=𝑥𝑠

,

Γ =
𝜕𝐹

𝜕𝑢
|𝑢=𝑢𝑠

      
𝐿(𝑡)نقطة تشغيله وحساب ربح المرشح  يتم تمثيل مرشح كالمان باعتماد تقريب النظام حول   = 𝑆(𝑡)𝐶𝑇(𝑡)𝑊−1(𝑇) 

   التالية:  معادلة الجبريةالمصفوفة موجبة التحديد، يتم الحصول عليها من خلال حل  Sحيث 
 𝑆̇ = Φ(𝑡)𝑆(𝑡) + 𝑆(𝑡) Φ𝑇(𝑡) − 𝑆(𝑡)𝐶𝑇(𝑡)𝑊−1(𝑡)𝐶(𝑡)𝑆(𝑡) + 𝑉(𝑡) 

باعتبار مؤشر الأداء التابع لتخمين الحالة التي حصلنا عليها من مرشح كالمان ممثل بالمعادلة   LQRوبعد ذلك يتم تصميم 
𝐽𝑙𝑞𝑟 = ∫ [𝑥̂𝑇𝑄𝑥̂ + 𝑢𝑇𝑅𝑢]𝑑𝑡

∞

0
    

  w=v=0.01*eye(4)تم ضبط ضجيج القياس و ضجيج العملية 
   MPCتطبيق 

، ويكون مؤشر  𝑢̅ و 𝑥̅يجب أولا التمييز بين القيم المتنبأ بها والقيم الحقيقية من خلال اعتبار أن القيم التي يتم التنبؤ بها  
، وذلك من أجل حساب إشارة التحكم المثلى خلال  20الذي تم ضبطه مساويا ل  pHالأداء تابع لهذه القيم خلال أفق التنبؤ 

𝐽هذه الفترة.  = ∫ 𝑓(𝑥̅
𝑡+𝐻𝑝

𝑡
(𝜏), 𝑢̅(𝜏)) 𝑑𝜏     ،  ولكن حل مؤشر الأداء هذا بالنسبة لبارامترات لاخطية صعب جدا، لذا

iA ,من خلال إيجاد مصفوفات جاكوبيان  يتم الحصول على نموذج خطي محلي للنظام اللاخطي حول عدة نقاط تشغيل،  
iB    في كما  التشغيل هذه  نقاط  يNLQGحول  الأمثل  .  التحكم  نتائج   NLQR,NLQG ,LMPCتم تطبيق طرق  وتكون 

( الذي يمثل إشارة 10( الذي يمثل إزاحة العربة والشكل )9( الذي يمثل زاوية النواس والشكل ) 8المحاكاة مبينة بالأشكال )
 التحكم
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  NLQR,NLQG,LMPCعند تطبيق النواس عن الشاقول زاوية ميل: (8) الشكل

 
 NLQR,NLQG,LMPCعند تطبيق إزاحة العربة: (9) الشكل
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 NLQR,NLQG,LMPCعند تطبيق إشارة التحكم: (10) الشكل

 ( 5) بالجدولوتكون نتائج المحاكاة مبينة 
 NLQR , NLQG , LMPCنتائج تطبيق (: 5) الجدول

 NLQR NLQG LMPC 
Rise time (s) 0.10 0.194 0.150 
Overshoot % 0.01 0.03 0.117 

Ts (s)  6.185 2.88 1.36 زمن الاستقرار 
 (s)53.741312 49.284867 49.070513 زمن التنفيذ 

مع ملاحظة ارتفاع زمن التنفيذ وذلك بسبب عمليات تحويل   ،نلاحظ أن النظام استقر بقيم مقاربة جدا لدراسته بحالته الخطية
  .النظام من لاخطي إلى خطي عند نقاط التشغيل

 
 Damper (MSD)-Spring-Massنظام الكتلة نابض مخمد  •

مكوّنات  من  الأنظمة الروبوتية  نراه في  ما    مثلا  ،تفي العديد من التطبيقا (MSD) المخمّد–النابض–الكتلةستخدم أنظمة  ت
 .[24]لتقييم الأحمال الناتجة عن قفز الإنسانو  ،المطلوبةلتنفيذ مهام التشغيل  MSD مرنة يمكن نمذجتها باستخدام نموذج

 وهدف التحكم هو تقليل الاهتزاز ما أمكن   ،يعاني هذا النوع من الأنظمة من مشكلة الاهتزاز أي هي مهتزة بطبيعتها
 [24]( الذي يمثل النظام والقوى المطبقة عليه 11يتألف النظام من كتلتين ونابضين ومخمد كما موضح بالشكل )

نيوتن·ثانية/متر.     cنيوتن/متر، ومخمّد بمعامل تخميد     1kالكتلة الأولى متصلة بجدار ثابت عبر نابض بمعامل صلابة    تكون 
 .نيوتن على الكتلة الأولى   Pخلية انيوتن/متر. تُطبَّق القوة الد   2kوترتبط الكتلتان معًا بواسطة نابض بمعامل صلابة 

خطية، وأن وزن النابض مهمل. يتحرك النظام بخط مستقيم في اتجاه محاور النوابض    والمخمديفترض النموذج أن النوابض  
 .دوالمخم

, 𝑥̇1و السرعة    2x و  x 1الإزاحة  متغيرات الحالة في النظام هي:   𝑥̇2      هو التحكم في إزاحة الكتلة الثانية  الهدف  لكل كتلة، و
 2x   عندما تتعرض الكتلة الأولى لقوةp   
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 MSD  [24]المخمد  -النابض  -نظام الكتلة ( 11) الشكل

   [24] المرجعيةوتكون معادلات النظام بناء على الدراسة 
𝑚1𝑥̈1 = 𝑝 + 𝑘2(𝑥2 − 𝑥1) − 𝑘1𝑥1 − 𝑐𝑥̇1                           (45) 

𝑚2𝑥̈2 = −𝑘2(𝑥2 − 𝑥1)                          (46) 
 من المعادلتين السابقتين نحصل على   

𝑥̈1 =
1

𝑚1
𝑝 − (

𝑘1 + 𝑘2

𝑚1
) 𝑥1 −

𝑐

𝑚1
𝑥̇1 +

𝑘2

𝑚1
𝑥2                      (47) 

𝑥̈2 =
𝑘2

𝑚2
𝑥1 −

𝑘2

𝑚2
𝑥2                                (48) 

,𝑥1 ]( باعتبار متغيرات الحالة  1تبعا للمعدلة )تمثيل النظام وفق فضاء الحالة يتم  𝑥̇1𝑥2, 𝑥̇2]  والمصفوفاتA, B   
 كالتالي: 

𝐴 =

[
 
 
 
 
 

           0                     1           0           0

− (
𝑘1 + 𝑘2

𝑚1
)        −

𝑐

𝑚1
       

𝑘2

𝑚1
         0

                0                         0             1              0

       
𝑘2

𝑚2
                       0           −

𝑘2

𝑚2
         0 

]
 
 
 
 
 

, 𝐵 =

[
 
 
 
 

0
1

𝑚1

0

0 ]
 
 
 
 

 

 ( 6)وتكون بارامترات النظام مبينة بالجدول 
 MSDبارامترات نظام   (:6) الجدول

معامل صلابة النابض  الكتلة الثانية  الكتلة الأولى 
 الأول

معامل صلابة 
 النابض الثاني

 التخميد معامل 

250 kg 50 kg 16 N/m 160 N/m 1.5 Ns/m 
 

  LQRتطبيق 
𝐽  جعل مؤشر الأداء هوالهدف من التحكم كما ذكرنا سابقا،  = ∫ [𝑥𝑇𝑄𝑥 + 𝑢𝑇𝑅𝑢]𝑑𝑡

∞

0
 أصغر ما يمكن   

𝑢بتم إيجاد القيمة الصغرى لمؤشر الأداء وبالتالي الحصول على إشارة التحكم المثلى وفق قانون التحكم الخطي  = −𝐾𝑥  
𝐾  صفوفة الربح الخلفي والتي تحسب من المعادلة  مهي  Kحيث  = 𝑅−1𝐵𝑇𝑃   حيثP  مصفوفة موجبة التحديد يتم

𝐴𝑇𝑃الحصول عليها من معادلة ريكاتي + 𝑃𝐴𝑇 + 𝑄 − 𝑃𝐵𝑅−1𝐵𝑇𝑃 = 0   
 [24] بناء على الدراسة المرجعية R = 0.018 و Q = diag([55.8 14.4 36.82 20.12]) تم اختيار المصفوفة
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  LQGتطبيق 
 على النظام بعد إضافة ضجيج القياس وضجيج العملية فيصبح تمثيل النظام بالصيغة التالية   LQGيتم تطبيق  

𝑥̇(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑥(𝑡) + 𝐵(𝑡)𝑢(𝑡) + 𝑣(𝑡)               
    𝑦(𝑡) = 𝐶(𝑡)𝑥(𝑡) + 𝑤(𝑡)                            

 ، w=v=0.01*eye(4)وتكون قيمة كل منهما    ضجيج النظام والقياسات على التوالي، هو ضجيج غوسي أبيض.  w,v  حيث
𝐿(𝑡)حيث يكون ربح كالمان    يتم تصميم مرشح كالمان = 𝑆(𝑡)𝐶𝑇(𝑡)𝑊−1(𝑇)    حيثS   مصفوفة موجبة التحديد، يتم

   التالية: الحصول عليها من خلال حل معادلة ريكاتي الجبرية
 𝑆̇(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑆(𝑡) + 𝑆(𝑡)𝐴𝑇(𝑡) − 𝑆(𝑡)𝐶𝑇(𝑡)𝑊−1(𝑡)𝐶(𝑡)𝑆(𝑡) + 𝑉(𝑡) 

 باعتبار مؤشر الأداء التابع لتخمين الحالة التي حصلنا عليها من مرشح كالمان ممثل بالمعادلة   LQRوبعد ذلك يتم تصميم 

𝐽𝑙𝑞𝑟 = ∫ [𝑥̂𝑇𝑄𝑥̂ + 𝑢𝑇𝑅𝑢]𝑑𝑡
∞

0

      

   MPCتطبيق 
 أولا نحسب إشارة الخرج المستقبلي وفق المعادلة  

𝑥̂(𝑘 + 1) = 𝐴(𝑘)𝑥(𝑘) + 𝐵(𝑘)∆𝑢(𝑘)                                     
𝑦̂(𝑘 + 1) = 𝐶(𝑘)𝑥̂(𝑘 + 1)   

𝑢(𝑘)∆    حيث   = 𝑢(𝑘) − 𝑢(𝑘 − الفتغير في إشارة التحكم ، بحيث يحقق هذا الخرج المستقبلي القيمة الصغرى    (1
الأداء    𝐽لمؤشر  = ∑ ||𝑌̂(𝐾 + 1) − 𝑟(𝑘 + 1)||𝑄

2 +
𝐻𝑃
𝐾=1 ||∆𝑢(𝑘 + 1)||𝑅

2 اعتماد      𝑟(𝑘مع  + الخرج    (1
 ، Hp=60 في نظامنا هذا تم اعتماد  أفق التنبؤ. 𝐻𝑃ووفي نظامنا هو صفر أي إيقاف اهتزاز الكتلة الثانية  المطلوب

𝑢(𝑘∆من خلال مؤشر الأداء  هذا نحسب إ + 𝑢(𝑘∆، و من خلال العلاقة   (1 + 1) = 𝑢(𝑘 + 1) − 𝑢(𝑘)  نوجد ،
   .وتستمر العملية على طول أفق التنبؤ، إشارة التحكم و نرسلها للنظام 

فتكون نتائج المحاكاة مبينة .LQR,LQG,MPCتم تطبيق طرق التحكم الأمثل    [0.1.0,0.05,0],الشروط الابتدائيةوبأخذ  
( )12بالأشكال  والشكل  الأولى  الكتلة  إزاحة  يمثل  الذي  استقرارها  13(  نريد  التي  وهي  الثانية  الكتلة  إزاحة  يمثل  لذي   )

 ( الذي يمثل إشارة التحكم14والشكل)

 
  LQR,LQG,MPC عند تطبيق إزاحة الكتة الأولى( 12) الشكل
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 LQR,LQG,MPC عند تطبيق الثانيةإزاحة الكتلة : (13) الشكل

 
 LQR,LQG,MPC عند تطبيق إشارة التحكم( 14) الشكل

 ( 7وتكون نتائج المحاكاة وفق الجدول )
 MSDعلى نظام   LQR,LQG , MPCنتائج تطبيق (: 7) الجدول

 LQR LQG MPC 
Rise time (s)   0.9593 0.9466 0.0572 
Overshoot % 0.08 0.085 0.086 

Ts (s)  4.3976 1.9410 1.9734 زمن الاستقرار 
 (s)22.788027 0.114923 0.057790 زمن التنفيذ 

ناتج من اختلاف   طبيعيوهذا أمر    ،مقارنة بنظام النواس المقلوب  متزايدأن زمن الاستقرار كان    (7الجدول )نلاحظ من  
كبير وذو استجابة أبطأ من نظام النواس المقلوب الذي يكون حساس حيث أن هذا النظام يعاني من اهتزاز    ،النظام  طبيعة
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الأمر   ،بالمقابل هو مستقر بطبيعته  MSDبينما نظام  ،  للتغيرات البسيطة ويفقد استقراره بسرعة كونه غير مستقر بطبيعته
استجابة مماثلة تماما   أعطى LQGالذي يعطي مرونة أكبر بتأخر الاستقرار وبطء الاستجابة. ويمكن ملاحظة أن المتحكم  

هو    LQGأن النظم الخطية تعتبر    نتائج الدراسة التحليلية التي تقولوهذا يؤكد  ،  حتى مع وجود الضجيج LQRلاستجابة  
من حيث زمن الاستقرار وانخفاض التجاوز الأعظمي مع    LQRالأفضل للتطبيق في الحياة العملية كونه يحقق خصائص  

 ولكن مقبول نسبيا.مقاومة للضجيج لكن مع زمن تنفيذ أكبر 
أكدت  ،الثلاثة التي تم اختيارها بحيث تكون بطبيعة عمل مختلفة ومتطلبات تحكم مختلفة المحاكاة للأنظمةنلاحظ أن نتائج 

رغم مقاومته    LQRحقق زمن استقرار قريب جدا من     LQGالمتحكم  وهي أن    ،نتاج الدراسة التحليلية التي توصلنا إليها
أن زمن تنفيذ الطرق اللاخطية أكبر من زمن تنفيذ    وملاحظة  .  LQRللضجيج ولكن مع زمن تنفيذ أكبر بقليل من زمن تنفيذ  

 . وهذا يترتب على تحويل النظام من لاخطي إلى خطي عند نقطة تشغيله، الطرق الخطية بشكل واضح
VIII.  الخلاصة والآفاق المستقبلية 

، طرق التحكم الأمثل الأكثر استخداماً في النظم المحددة، وتحديد المزايا والعيوب لكل منهادراسة تحليلية ل تم في هذه الورقة  
مع تعزيز النتائج للمساعدة في اختيار الطريقة المناسبة للنظام المراد تصميم المتحكم له، والهدف )مؤشر الأداء( المطلوب.  

أنظمة بمتطلبات تحكم وطبيعة عمل  المختلفة على عدة  المدروسة  التحكم  إليها من خلال تطبيق طرق  التوصل  التي تم 
في الحياة العملية كونها تناولت دراسة تأثير الضجيج    للتنفيذهي الطريقة الأقرب     LQGمختلفة. حيث تم التوصل إلى أن  

 ، مع تأمين استقرار بزمن قصير ودون تجاوز أعظمي.على النظام وتخلصت منه
بناء على ما تم دراسته في هذه الورقة، ينكشف العديد من الأفاق المستقبلية للعمل ضمن مجال التحكم الأمثل، مثل دراسة  

الاستفادة من مزايا    أي)غير محددة(،   لطرق التحكم الأمثل في النظم التي تكون بارامتراتها غير معلومة بشكل دقيق أو كامل
LQR  وLQG   والتعمق في مجال التحكم التنبؤي والعمل على هذا النوع من النظمالعمل على تطويرها للتمكن من تطبيقها  و ،

 للاستفادة من مزاياه.  التعقيد الحسابيعلى تقليل 
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    x . ( t ) = A x ( t ) + B u ( t )                                                                         ( 1 )


  y  ( t ) = C x  ( t )                                                                                                        


  J =   ∫ 0 ∞   [   x  T Q x +   u  T R u ] d t                                                                                          ( 2 )


    u ∗  ( t ) =  arg ⁡    m i n  u  ( t )   J  ( x  ( t ) , u  ( u ) )                                                                 ( 3 )


    A  T P + P   A  T + Q − P B   R  − 1   B  T P = 0                                                           ( 4 )


  K =   R  − 1   B  T P                                                                                                             ( 5 )


  u = − K x                                                                                                           ( 6 )


    x . ( t ) = A x ( t ) + B u ( t )


    x .  ( t ) = f  ( x , u ) t                                                                                               ( 7 )


  f  ( x , u ) ≈ f  (     x  t - ,     u  t - ) +  ∇  x f  (     x  t - ,     u  t - )  (   x  t −     x  t - ) +  ∇  u f  (     x  t - ,     u  t - )  (   u  t −     u  t - )                                       ( 8 )


     ∇  x f  (     x  t - ,     u  t - ) =   𝜕 f  𝜕 x ,     ∇  u f  (     x  t - ,     u  t - ) =   𝜕 f  𝜕 u


    x . = f  (   x  s ,   u  s ) +   𝜕 f  𝜕 x  |    x  s ,   u  s  ( x −   x  s ) +   𝜕 f  𝜕 u  |    x  s ,   u  s  ( u −   u  s ) +  1 2     𝜕 2 f  𝜕   x 2  |    x  s ,   u  s   ( x −   x  s ) 2       +  1 2     𝜕 2 f  𝜕 x 𝜕 u  |    x  s ,   u  s  ( x −   x  s )  ( u −   u  s ) +  1 2     𝜕 2 f  𝜕   u 2  |    x  s ,   u  s   ( u −   u  s ) 2   + h i g h   o d r e r   t e r m                                                                                                                                                         ( 9 )


    x  s ,   u  s


    x . ≈ f  (   x  s ,   u  s ) +   𝜕 f  𝜕 x  |    x  s ,   u  s  ( x −   x  s ) +   𝜕 f  𝜕 u  |    x  s ,   u  s  ( u −   u  s )                                 ( 10 )


  f  (   x  s ,   u  s ) = 0 و     x - = x −   x  s   ,     u - = u −   u  s


    𝜕 ( x −   x  s )  𝜕 t ≈   𝜕 f  𝜕 x  |    x  s ,   u  s  ( x −   x  s ) +   𝜕 f  𝜕 u  |    x  s ,   u  s  ( u −   u  s )


    𝜕 ( x −   x  s )  𝜕 t ≈   𝜕 f  𝜕 x  |    x  s ,   u  s  ( x −   x  s ) +   𝜕 f  𝜕 u  |    x  s ,   u  s  ( u −   u  s )


    𝜕   x -  𝜕 t ≈   𝜕 f  𝜕 x  |    x  s ,   u  s   x - +   𝜕 f  𝜕 u  |    x  s ,   u  s   u -


    d   x -  d t ≈ a   x - + b   u -                                                                                              ( 11 )


  a =   𝜕 f  𝜕 x  |    x  s ,   u  s ,     b =   𝜕 f  𝜕 u  |    x  s ,   u  s


      x ^  k


    u k = 0


      x ^  k ,     u k


    x  k + 1 = f  (   x  k ,   u  k )                                                                     ( 12 )


    J 0 =  1 2    (   x  N +   x ∗ )  T   Q  f  (   x  N −   x ∗ ) +  1 2   ∑  k = 0  N − 1  (   x  k  T Q   x  k +   u  k  T R   u  k )                                             ( 13 )


  Q   ,     Q  f


    x ∗


  𝛿   x  k + 1 =   A  k 𝛿   x  k +   B  k 𝛿   u  k                                                 ( 14 )


  𝛿   x  k =   x  k −     x ^  k


    A  k =   𝜕 f  𝜕 x  |  k ,     B  k =   𝜕 f  𝜕 u  |  k


  J =  1 2    (   x  N + 𝛿   x  N −   x ∗ )  T   Q  f  (   x  N + 𝛿   x  N −   x ∗ )     +  1 2   ∑  k = 0  N − 1  {  (     x  k + 𝛿   x  k )  T Q  (   x  k + 𝛿   x  k ) +    (   u  k + 𝛿   u  k )  T R  (   u  k + 𝛿   u  k ) }                         ( 15 )


  J =   ∫ 0  T  L ( x  ( t ) , u ( t ) ) d t                                                                 ( 16 )


  L  ( x , u ) = Q +   u  T R u


  H  ( x  ( t ) , u  ( t ) , 𝜆  ( t ) , t ) =   𝜆  T  ( t )   f  ( x  ( t ) , u  ( t ) ) + L  ( x  ( t ) , u  ( t ) )                     ( 17 )


    H  k =  1 2     ( x  k + 𝛿   x  k )  T Q  (   x  k + 𝛿   x  k ) +  1 2    (   u  k + 𝛿   u  k )  T R  (   u  k + 𝛿   u  k ) + 𝛿   𝜆  k + 1  T  (   A  k 𝛿   x  k +   B  k 𝛿   u  k   )                                                   ( 18 )


  𝛿   𝜆  k =   A  k  T 𝛿   𝜆  k + 1 + Q  ( 𝛿   x  k +   x  k )                                                                     ( 19 )


  𝛿   u  k = −   R  − 1   B  k  T 𝛿   𝜆  k + 1 −   u  k                                                                                             ( 20 )


   (    𝛿   x  k + 1   𝛿   𝜆  k ) =  (      A  k  −   B  k   R  − 1   B  k  T   Q    A  k  T )  (    𝛿   x  k   𝛿   𝜆  x + 1 ) +  (    −   B  k   u  k   Q   x  k )                                 ( 21 )


  𝛿   u  k


  𝛿   x  k + 1


    x .  ( t ) = A  ( t ) x  ( t ) + B  ( t ) u  ( t ) + v  ( t )                            


          y  ( t ) = C  ( t ) x  ( t ) + w  ( t )                                                                 ( 22 )


          y  ( t ) = C  ( t ) x  ( t ) + w  ( t )                                                                 ( 22 )


      x ^ .  ( t ) = A  ( t )   x ^  ( t ) + B  ( t ) u  ( t ) + L  ( t ) ( y  ( t ) − C  ( t )   x ^  ( t ) )


  u  ( t ) = − K  ( t )   x ^  ( t )                                                                                                                         ( 23 )


  u  ( t ) = − K  ( t )   x ^  ( t )                                                                                                                         ( 23 )
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    S .  ( t ) = A  ( t ) S  ( t ) + S  ( t )   A  T  ( t ) − S  ( t )   C  T  ( t )   W  − 1  ( t ) C  ( t ) S  ( t ) + V  ( t )                                         ( 25 )


    J  l q r =   ∫ 0 ∞   [     x ^  T Q   x ^ +   u  T R u ] d t                                                                                          ( 26 )


    x  k = F  (   x  k − 1 ,   u  k − 1 ) +   w  k − 1                                    


    y  k = G  (   x  k ,   u  k ) +   v  k                                                 ( 27 )


    y  k = G  (   x  k ,   u  k ) +   v  k                                                 ( 27 )


    x  k + 1 =  Φ  k   .   x  k +  Γ  k   .   u  k                                                                          
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    y  k =   C  k   .     x  k                                                                                                       ( 28 )


  Φ =   𝜕 F  𝜕 x  |  x =   x  k ,     Γ =   𝜕 F  𝜕 u  |  u =   u  k  


  C =   𝜕 G  𝜕 x  |  x =   x  k


      x ~  k −


      P ~  k , k −


      x ~  k − = F (     x ~  k − 1 ,   u  k − 1 )


      P ~  k , k − =  Φ  k   .       P ~  k , k − 1 −   .  Φ  k  T + Q                                                             ( 29 )


    K  k =     P ~  k , k −   .   C  k  T   .     (   C  k   .       P ~  k , k −   .   C  k  T + R )  − 1                               ( 30 )


      x ~  k =     x ~  k − +   K  k   .   (   y  k − G (     x ~  k −   ,   u  k ) )


      P ~  x , k =  ( I −   K  k   .     C  k ) .       P ~  x , k −                                                                                   ( 31 )


  J =   ∑  K = 1    H  P    |  |   Y ^  ( K + 1 ) − r  ( k + 1 ) | |  Q 2 +   |  | ∆ u  ( k + 1 ) | |  R 2                                               ( 32 )


    Y ^  ( K + 1 )


  r  ( k + 1 )


    H  P


    y ^ ( t + 1 | k )


  x  ( k + 1 ) = A  ( k ) x  ( k ) + B  ( k ) u  ( k )                                                                        


  y  ( k ) = C  ( k ) x  ( k )                                                                                                                       ( 33 )


  y  ( k ) = C  ( k ) x  ( k )                                                                                                                       ( 33 )


  ∆ u  ( k ) = u  ( k ) − u ( k − 1 )


  u  ( k ) = ∆ u  ( k ) + u  ( k − 1 )                                                                                     ( 34 )


    x ^  ( k + 1 ) = A  ( k ) x  ( k ) + B  ( k ) ∆ u  ( k )                                                                        


    y ^  ( k + 1 ) = C  ( k )   x ^  ( k + 1 )    


    y ^  ( k + 1 ) = C  ( k )   x ^  ( k + 1 )    


  x  ( k + 1 ) = A x  ( k ) + B u  ( k − 1 ) + B ∆ u  ( k )                                             ( 35 )


  x  ( k + 1 ) = A x  ( k ) + B u  ( k − 1 ) + B ∆ u  ( k )                                             ( 35 )


    y ^


    x -   و     u -


  J =   ∫  t  t +   H  p  f (   x -  ( 𝜏 ) ,   u - ( 𝜏 ) )   d 𝜏                                         ( 36 )


    J  i


  x  ( k + 1 ) = x  ( t ) +  1 6 (   K 1 + 2   K 2 + 2   K 3 + 4   K 4 )                                             ( 37 )


    K 1 = T f  (   x  k ,   u  k )   و     K 2 = T f  (   x  k +  1 2   K 1 ,   u  k )


    K 3 = T f  (   x  k +  1 2   K 2 ,   u  k ) و       K 4 = T f  (   x  k +   K 3 ,   u  k )


  J =   ∑  i = 1    H  p  |   x  k + i −   x  r e f  i  |  Q 2 +   ∑  i = 1    H  c  |   u  i −   u  i − 1  |  R 2                                                     ( 38 )


    x  r e f  i


    x  k + i


    x ⃛ =   u + m l  sin ⁡  𝜃     𝜃 . 2 − m g  cos ⁡  𝜃  sin ⁡  𝜃  M + m − m    cos 2 ⁡  𝜃                                                     ( 39 )


    𝜃 ⃛ =   u  cos ⁡  𝜃 +  ( M + m ) g  sin ⁡  𝜃 − m l  cos ⁡  𝜃  sin ⁡  𝜃     𝜃 . 2  m l    cos 2 ⁡  𝜃 −  ( M + m ) l               ( 40 )


    𝜃 ⃛ =   u  cos ⁡  𝜃 +  ( M + m ) g  sin ⁡  𝜃 − m l  cos ⁡  𝜃  sin ⁡  𝜃     𝜃 . 2  m l    cos 2 ⁡  𝜃 −  ( M + m ) l               ( 40 )


  𝜃 ≈ 0 ,    cos ⁡  𝜃 = 1 ,    sin ⁡  𝜃 = 𝜃


  [   x ,   x . ,   𝜃 ,     𝜃 . ]


  A =  [    0                       1                         0             0   0             −   m g  M               0           0   0                       0                                 1                 0   0             g  ( M + m )  M         0             0   ] ,   B =  [    0    1  M   0   −  1  l M ]


  J =   ∫ 0 ∞   [   x  T Q x +   u  T R u ] d t      


  u = − K x  


  K =   R  − 1   B  T P  


    A  T P + P   A  T + Q − P B   R  − 1   B  T P = 0    


    x .  ( t ) = A  ( t ) x  ( t ) + B  ( t ) u  ( t ) + v  ( t )                            


          y  ( t ) = C  ( t ) x  ( t ) + w  ( t )                                                    


          y  ( t ) = C  ( t ) x  ( t ) + w  ( t )                                                    


  L  ( t ) = S  ( t )   C  T  ( t )   W  − 1  ( T )


    S .  ( t ) = A  ( t ) S  ( t ) + S  ( t )   A  T  ( t ) − S  ( t )   C  T  ( t )   W  − 1  ( t ) C  ( t ) S  ( t ) + V  ( t )


    J  l q r =   ∫ 0 ∞   [     x ^  T Q   x ^ +   u  T R u ] d t                      


    x ^  ( k + 1 ) = A  ( k ) x  ( k ) + B  ( k ) ∆ u  ( k )                                                                        


    y ^  ( k + 1 ) = C  ( k )   x ^  ( k + 1 )    


    y ^  ( k + 1 ) = C  ( k )   x ^  ( k + 1 )    


  ∆ u  ( k ) = u  ( k ) − u  ( k − 1 )


  J =   ∑  K = 1    H  P    |  |   Y ^  ( K + 1 ) − r  ( k + 1 ) | |  Q 2 +   |  | ∆ u  ( k + 1 ) | |  R 2  


  r  ( k + 1 )


    H  P


  ∆ u  ( k + 1 )


  ∆ u  ( k + 1 ) = u  ( k + 1 ) − u  ( k )


  [ 0 . 1 . 0 ,   𝜋 2 , 0 ]


    F  w


   ( M + m )   x ¨ − m l  sin ⁡    𝜃   𝜃 . 2 + m l  cos ⁡  𝜃   𝜃 ¨ = u +   F  w                            ( 41 )


  m   x ¨  cos ⁡  𝜃 + m l   𝜃 ¨ = m g  sin ⁡  𝜃 +   F  w  cos ⁡  𝜃                      ( 42 )


  m   x ¨  cos ⁡  𝜃 + m l   𝜃 ¨ = m g  sin ⁡  𝜃 +   F  w  cos ⁡  𝜃                      ( 42 )


    x ⃛ =   u  cos ⁡  𝜃 + m l  sin ⁡  𝜃     𝜃 . 2 − m g  cos ⁡  𝜃  sin ⁡  𝜃 +   F  w    sin 2 ⁡    x 3    M + m − m    cos 2 ⁡  𝜃                                                     ( 43 )


    𝜃 ⃛ =   u  cos ⁡  𝜃 +  ( M + m ) g  sin ⁡  𝜃 − m l  cos ⁡  𝜃  sin ⁡  𝜃     𝜃 . 2 −  (   M  m )   F  w  cos ⁡    x 3 +   F  w  cos ⁡  𝜃  m l    cos 2 ⁡  𝜃 −  ( M + m ) l               ( 44 )


    𝜃 ⃛ =   u  cos ⁡  𝜃 +  ( M + m ) g  sin ⁡  𝜃 − m l  cos ⁡  𝜃  sin ⁡  𝜃     𝜃 . 2 −  (   M  m )   F  w  cos ⁡    x 3 +   F  w  cos ⁡  𝜃  m l    cos 2 ⁡  𝜃 −  ( M + m ) l               ( 44 )


    x .  ( t ) = f  ( x , u ) t  


  [   x ,   x . ,   𝜃 ,     𝜃 . ]


    d  d t x = d  [    x     x .   𝜃     𝜃 . ] =  [      x .       x ¨ .     𝜃 .       𝜃 ¨ . ]


    x ¨ و     𝜃 ¨


  𝜃 ≈ 0 ,    cos ⁡  𝜃 = 1 ,    sin ⁡  𝜃 = 𝜃


    x  s ,   u  s


    x . ≈ f  (   x  s ,   u  s ) +   𝜕 f  𝜕 x  |    x  s ,   u  s  ( x −   x  s ) +   𝜕 f  𝜕 u  |    x  s ,   u  s  ( u −   u  s )          


  f  (   x  s ,   u  s ) = 0 و     x - = x −   x  s   ,     u - = u −   u  s


    𝜕 ( x −   x  s )  𝜕 t ≈   𝜕 f  𝜕 x  |    x  s ,   u  s  ( x −   x  s ) +   𝜕 f  𝜕 u  |    x  s ,   u  s  ( u −   u  s )


    𝜕   x -  𝜕 t ≈   𝜕 f  𝜕 x  |    x  s ,   u  s   x - +   𝜕 f  𝜕 u  |    x  s ,   u  s   u -


    d   x -  d t ≈ a   x - + b   u -                  


  a =   𝜕 f  𝜕 x  |    x  s ,   u  s ,     b =   𝜕 f  𝜕 u  |    x  s ,   u  s


  [   x ,   x . ,   𝜃 ,     𝜃 . ]


  A =  [    0                       1                         0             0   0             −   m g  M               0           0   0                       0                                 1                 0   0             g  ( M + m )  M         0             0   ] ,   B =  [    0    1  M   0   −  1  l M ]


    A  T P +   P   A  T + Q − P B   R  − 1   B  T P = 0    


  K =   R  − 1   B  T P  


  u = − K x


    x . = F  ( x , u ) + w   , y = C  ( x , u ) + v      


    x . = Φ   .   x - + Γ   .   u -            


  Φ =   𝜕 F  𝜕 x  |  x =   x  s ,     Γ =   𝜕 F  𝜕 u  |  u =   u  s  


  L  ( t ) = S  ( t )   C  T  ( t )   W  − 1  ( T )


    S . = Φ  ( t ) S  ( t ) + S  ( t )     Φ  T  ( t ) − S  ( t )   C  T  ( t )   W  − 1  ( t ) C  ( t ) S  ( t ) + V  ( t )


    J  l q r =   ∫ 0 ∞   [     x ^  T Q   x ^ +   u  T R u ] d t      


    x -   و     u -


  J =   ∫  t  t +   H  p  f (   x -  ( 𝜏 ) ,   u - ( 𝜏 ) )   d 𝜏  


      x .  1   ,     x . 2  


    m 1     x ¨ 1 = p +   k 2  (   x 2 −   x 1 ) −   k 1   x 1 − c     x . 1                                                        ( 45 )


    m 2     x ¨ 2 = −   k 2  (   x 2 −   x 1 )                                                      ( 46 )


    m 2     x ¨ 2 = −   k 2  (   x 2 −   x 1 )                                                      ( 46 )


      x ¨ 1 =  1    m 1 p −  (     k 1 +   k 2    m 1 )   x 1 −   c    m 1     x . 1 +     k 2    m 1   x 2                                              ( 47 )


      x ¨ 2 =     k 2    m 2   x 1 −     k 2    m 2   x 2                                                                  ( 48 )


      x ¨ 2 =     k 2    m 2   x 1 −     k 2    m 2   x 2                                                                  ( 48 )


  [     x 1 ,     x . 1   x 2 ,     x . 2 ]


  A =  [                          0                                           1                       0                       0   −  (     k 1 +   k 2    m 1 )                 −   c    m 1                   k 2    m 1                   0                                   0                                                   0                           1                             0                     k 2    m 2                                               0                       −     k 2    m 2                   0   ] ,   B =  [    0    1    m 1   0   0 ]


  J =   ∫ 0 ∞   [   x  T Q x +   u  T R u ] d t


  u = − K x  


  K =   R  − 1   B  T P  


    A  T P + P   A  T + Q − P B   R  − 1   B  T P = 0    


    x .  ( t ) = A  ( t ) x  ( t ) + B  ( t ) u  ( t ) + v  ( t )                            


          y  ( t ) = C  ( t ) x  ( t ) + w  ( t )                                                      


          y  ( t ) = C  ( t ) x  ( t ) + w  ( t )                                                      


  L  ( t ) = S  ( t )   C  T  ( t )   W  − 1  ( T )


    S .  ( t ) = A  ( t ) S  ( t ) + S  ( t )   A  T  ( t ) − S  ( t )   C  T  ( t )   W  − 1  ( t ) C  ( t ) S  ( t ) + V  ( t )


    J  l q r =   ∫ 0 ∞   [     x ^  T Q   x ^ +   u  T R u ] d t          


    x ^  ( k + 1 ) = A  ( k ) x  ( k ) + B  ( k ) ∆ u  ( k )                                                                        


    y ^  ( k + 1 ) = C  ( k )   x ^  ( k + 1 )    


    y ^  ( k + 1 ) = C  ( k )   x ^  ( k + 1 )    


  ∆ u  ( k ) = u  ( k ) − u  ( k − 1 )


  J =   ∑  K = 1    H  P    |  |   Y ^  ( K + 1 ) − r  ( k + 1 ) | |  Q 2 +   |  | ∆ u  ( k + 1 ) | |  R 2  


  r  ( k + 1 )


    H  P


  ∆ u  ( k + 1 )


  ∆ u  ( k + 1 ) = u  ( k + 1 ) − u  ( k )


  [ 0 . 1 . 0 , 0 . 05 , 0 ]

