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   و العوديةجاميعمال : الثانيلفصل ا
 Summations and Recursion   

 

  
 ، فإن زمن تنفيذها for أو حلقة  while حلقةتتضمن الخوارزمية حلقات تكرارية مثل عندما 

    .تكرار لجسم الحلقةيعبر عنه كمجموع  أزمنة مستهلكة على كل 
  

  خواص المجاميع و أنواعها  1 -2

naaaد   متتالية الأعدا  لتكن ......,,,  لعناصر المتتالية   ىالمنته،  يعبر عن المجموع      21

naaa :بالشكل +++ ∑: بالشكل أو  21......
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1
  عندئذ قيمة n = 0إذا كان . 

عندئذ نفترض أن الحـد الأعلـى         عدد غير صحيح      nلصفر ، و إذا كان      ا  تساوي المجموع

للمجموع   n و بشكل مشابه إذا بدأ المجموع بـ ،k = x  حيث x  عدد غير صـحيح 

عندئذ نفترض أن القيمة الابتدائية للمجموع        x .            كما أنه يوجـد قيمـة معرفـة جيـدا

,,.....    العددية المجموع اللامنتهى للمتتالية  أما  . للمجموع المنتهى    21 aaيعبر عنـه   ف

∑بالسلسلة 
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lim متقاربةغير موجودة و غير ذلك تكون .   

  
 Linearityالخاصة الخطية  2-1-1

ــي   ــدد حقيق ــل أي ع ــن أج ــين و أي  cم ــاليتين منتهيت naaaمتت ......,,, و 21
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و هذه الخاصة قابلة للتطبيق على )(

 المتـضمنة   الـسلاسل هية و المتقاربة و كذلك يمكن أن تستخدم لمعالجـة           تلسلاسل غير المن  ا

))(())((: حدوديات التقارب ، مثلال
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 Arithmetic Seriesالسلسلة الحسابية    2-1-2

∑، يعبر عن المجموع n≤1من أجل  
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∑:  الحسابية و تعطى قيمته  بالشكل 
=

Θ=+=
n

k

nnnk
1

2 )()1(
2

1
  

  
  Geometric Series السلسلة  الهندسية    2-1-3

  يعبر عن المجموع  x≠1من أجل عدد حقيقي 
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 Harmonic Series السلسلة  التوافقية    2-1-4

  : بالشكل n ، يعرف العدد التوافقي من المرتبة "ا موجب"ا عدد صحيح nليكن 
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 Telescoping Series  سلسلة  التلسكوب    2-1-5 
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  Bounding Summationsتقييد المجاميع    2-1-6

  
الاسـتقراء  : و هـي    أزمنة تنفيذ الخوارزميـات       تصف وجد عدة تقنيات لتقييد المجموع و التي      ت

  .الرياضي ، تقييد الحدود ، تقسيم المجاميع ، و التقريب بالتكامل
  
  Mathematical Inductionلاستقراء الرياضي  ا 2-1-7

  
مـثلا لنثبـت أن   .  لتقيـيم الـسلاسل   "يعتبر الاستقراء الرياضي من أكثـر الطـرق اسـتخداما     
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 .         n = 1 العلاقة صحيحة من أجـل   أنيمكننا بسهولة التحقق من. 

  لدينا  . n+1 و لنبرهن أنها محققة من أجل n أن العلاقة محققة من أجل "جدلاو لنفرض 
 

2

)2)(1(
)1(

2

)1(
)1(

1

1 1

++=+++=++=∑ ∑
+

= =

nn
n

nn
nkk

n

k

n

k

 

  
:  مثلا . لسلسلة ما ) و الحد الأدنى( و كذلك يستخدم الاستقراء الرياضي لإيجاد الحد الأعلى 
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  أي نفرض أن العلاقة محققة من أجل. c≤1 مادام 
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  : لدينا .  n+1من أجل 
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 Bounding the termsتقييد الحدود   2-1-8 

. باستخدام الحد الأكبر  كل حد في السلسلة يمكننا الحصول على الحد الأعلى لسلسلة بتقييد

2: في السلسلة الحسابية : مثلا 
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ضعيفة عندما تطبق على السلاسل ي السلسلة بالحد الأعلى تعتبر تقنيات تقييد كل حد ف
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∑لنطبق هذه الطريقة لتقييد المجموع 
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نلاحظ أن الحد الأول 
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  Splitting Summationsتقسيم المجاميع   2-1-9 

تستخدم هذه التقنية لتقييد المجموع المعقد و التعبير عنه بمجموع سلسلتين أو أكثر و ذلك 
  :مثلا . تجة و من ثم تقييد كل سلسلة نابتقسيم دليل السلسلة 
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إذا كان مجموع ما يعبر عن  زمن تنفيذ خوارزمية  ، عندئذ نقسم المجموع  و يتم تجاهل 
 في akكل حد   يكونتطبق هذه التقنية عندما . العدد الثابت الذي يدل على حدود البدء
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∑ :وجد الحد الأعلى للسلسلةأ : مثال
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   : للحدود في السلسلة المعطاة بالشكل(ratio of consecutive) يعطى معدل التتابع : الحل
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 في حالات  (asymptotic bounds)ود التقارب تستخدم تقنية تقسيم المجاميع أيضا لتحديد قي
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 Approximation by Integralsالتقارب بالتكاملات  2-1-10
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     ، نحصل على الحد الأعلى للمجموعn يخمن العدد التوافقي من المرتبة  (1)لتقريب 
  : بالشكل 
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 Recurrences Relationsقات العودية  العلا 2-2
 

عندما تحتوي خوارزمية على استدعاء عودي لنفسها ، فإن زمن تنفيـذها يوصـف بعلاقـة                
 أو متراجحة تصف دالة في حدود قيمتهـا لمـدخلات        ة هي مساوا  : فالعلاقة العودية . عوديه  
  :طى بالشكل   معT(n)لنفرض أن زمن تنفيذ خوارزمية  ما : على سبيل المثال . أصغر

  

                             




>Θ+
=Θ

=
1)()2/(2

1)1(
)(

nifnnT

nif
nT   

  
)()log( أن حل هذه العلاقة هو و لنفترض 2 nnnT Θ=.  

  
            طريقـة التعـويض    -1:  طـرق لحـل العلاقـات العوديـة          نقدم في هذا الفـصل ثـلاث      

(substitution method) 2-  الطريقة التكراريـة (iteration method) الطريقـة  -3 و 
  (master method)الرئيسية 

  
  :ضطريقة التعوي 2-2-1

  

 العلاقات العودية تخمين شكل الحـل ومـن ثـم اسـتخدام            في حل   تستلزم طريقة التعويض    
تعتبر هذه الطريقة فعالة جـدا و        .أن الحل يعمل  لاستقراء الرياضي لإيجاد الثوابت و إظهار       ا

   كما يمكن لهذه الطريقة تعيين .ي يكون فيها تخمين الحل سهلا     يفضل تطبيقها في الحالات الت    
  :الحدود الدنيا أو العليا للعلاقة العودية 

  
:   الحد الأعلى للعلاقة العودية التاليةأوجد :مثال  nnTnT += )2/(2)(          

     
)()log( لـــيكن الحـــل المخمـــن هـــو :الحـــل 2 nnOnT و لنثبـــت . =

ncnnT 2log)( لنفرض أن هذا الحد محقق  .  c > 0من أجل اختيار مناسب للثابت ≥
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من أجل    2/n .      أي أن     )2/(log)2/()2/( 2 nncTnT بالتعويض . ≥

  : في العلاقة العودية 
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ncnncn

nncn

nnncnT

2

2

2

2

log

log

)2/(log2

))2/(log2/(2)(

≤
+−=
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+≤

  

  
ستخدم الاستقراء في إثبات أن الحل محقق لن  . c≤1ن الخطوة الأخيرة محققة مادام إحيث 

ن الحد  إ بشكل كاف بحيث "ا كبيرcأي  أنه يجب أن نختار الثابت . من أجل الشروط الحدية 
ncnnT 2log)( هذه المتطلبات أحيانا يمكن .   يعمل جيدا من أجل الشروط الحدية ≥

عندئذ لا .  الوحيد للعلاقة العودية الشرط الحدي T(1) = 1 فإذا كان  . مشكلاتأن تقود إلى 
)01log)1 بشكل كاف لأن "ا كبير  cيمكن اختيار  2 =≤ cT.  

  
يمكننا التغلب على هذه المشكلة وذلك بالاستفادة من مميزات حدوديات التقارب و التي تتطلب 

)(02logلإثبات  nnforncnnT   ثابت ، لذلك نحذف الشرط n0حيث ≥≤
 كجزء من n=3 و n=2 من الاعتبار في البرهان بالاستقراء و لنضمن T(1) = 1 الحدي 

  كجزء من الشروط الحدية في  T(3) و T(2) و لندخل . الشروط الحدية في البرهان 
 و بالتالي البرهان بالاستقراء  T(3) = 5 و T(2) = 4من العلاقة العودية نجد أن . البرهان 

ncnnTللمتراجحة  2log)( مل باختيار قيم ت  يمكن أن يكc≤2من أجل ثابت ≥
)2log2)2ن إ  بحيث cكبيرة بشكل كاف  لــ  2cT )3log3)3و≥ 2cT ≤. 

  
  

 إلى المقدار  α  إن إضافة أي حد ثابت     :ملاحظة 2/n ليـة في العلاقة العوديـة التا  :

  nnTnT +=  كبيـرة   n، لأنه عندما تكون      العلاقة   هلا يغير من حل هذ    )(2)/2(
 يكون الفرق بين       )2/( nT و  )2/( α+nTوبالتالي يكـون حـل    . "ليس كبيرا

العلاقة العودية   nnTnT ++= )2/(2)( α هو  )log()( 2 nnOnT =.  
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n:أن الحد الأعلى للعلاقة ن بي : مثال
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10ن الخطوة الأخيرة محققة مادام إحيث  ≤< c .   لنستخدم الاستقراء في إثبات أن الحل

 بشكل كاف بحيث "اصغير cأي  أنه يجب أن نختار الثابت . محقق من أجل الشروط الحدية 
ncnnT تعمل المتراجحة  2log)(   .  من أجل الشروط الحدية بشكل جيد≤

من أجل  لأنه ، " اصحيح يكون  الشرط الحدي للعلاقة العودية  فإن  T(1) = 1      إذا كان
)01log1)1   يكون  c  للثابتأي اختيار 2 =≥= cT.  

)1(1من أجل الاختيار  =T يكونT(2) = 4  و T(3) = 11  ،     و بالتـالي البرهـان 
ncnnTبالاستقراء للمتراجحة      2log)( مـل    يمكـن أن يك     c≥1من أجل ثابـت     ≤
ن إ  بحيــــث c للثابــــت بــــشكل كــــاف صــــغيرةباختيــــار قــــيم 

2log2)2( 2cT )3log3)3و≤ 2cT ≥.  
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ــة ــة   :ملاحظـ ــة العوديـ ــل العلاقـ ــد أن حـ ــسابقة  نجـ ــة الـ ــن الأمثلـ  مـ

  nnTnT += nو كذلك حل العلاقة     )(2)/2(
n

TnT +




= )
2

 هو  )(2)

)log( 2 nnΘ 

  
  )changing variablesغيير المتغيرات ت: (ملاحظة

باستخدام معالجة جبرية بسيطة يمكن أن تحول علاقة عودية غير معروفة إلى علاقة معروفة              

nnTnT:   لتكن العلاقة العودية التالية   : مثلا   2log)(2)( يمكننا تبسيط هذه   . =+

nmالعلاقة من خلال تغيير للمتغير و ذلك بوضع          2log=       لنحصل علـى العلاقـة  :

mTT mm += )2(2)2( )()2(بجعل   . /2 mTmS نحصل على العلاقـة    =
mmSmS: العوديــة المعروفــة التاليــة += :   و بالتــالي فــإن حلهــا)(2)/2(

)log()( 2 mmOmS   :و بالتالي فإن =

)loglog(log)log()()2()( 2222 nnOmmOmSTnT m ====  
  
  :Iteration Method الطريقة التكرارية 2-2-2

العلاقة العودية والتعبير عنها بشكل مجموع حدود       ) تكرار(تمديد    على مبدأ هذه الطريقة  يعتمد  
  .  و الشروط الابتدائية فقط n عتمد على ي
  
  

  :  حل العلاقة العودية التالية :مثال
  





−+−
=

=
otherwisennT

nif
nT

)1(2)1(

10
)(  

  
 T(n) = T(n-1)+2(n-1)               n>1لدينا : الحل

  :بتكرار هذه العلاقة نحصل 
T (n) = T(n-2)+2(n-2)+2(n-1) 

= T(n-3)+2(n-3)+ 2(n-2)+2(n-1) 
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  : مرة n  أي يتم تكرارها   T(0)حتى نحصل على الشرط الحدي نستمر بتكرار هذه العلاقة 

  
T(n) = T(n-n)+2(n-n)+2(n-(n-1))+……….+ 2(n-3)+ 2(n-2)+2(n-1) 

= 0+ 2(n-n)+2(n-(n-1))+……….+ 2(n-3)+ 2(n-2)+2(n-1) 

)(2)(2)1()(:التالي ب و         2
1

11

nnnjinnT
n

j

n

i

Θ=−==−= ∑∑
−

==

      

n أوجد حل العلاقة العودية   :مثال
n

TnT += )
2

(4)(  

  :لنكرر هذه العلاقة كما يلي : الحل

)
2

(4222

)
8

(6442

))
8

(4
4

(162

)
4

(162

))
4

(4
2

(4

)
2

(4)(

3
3210 n
Tnnn

n
Tnnn

n
T

n
nn

n
Tnn

n
T

n
n

n
n

TnT

+++=

+++=

+++=

++=

++=

+=

 

  
  الحد ذو الدليل   . ي؟   يجب أن  نكرر العلاقة العودية قبل أن نصل إلى الشرط الحد            إلى أي حد

 i  يساوي في السلسلة ni2 . 1يقف التكرار عندما
2

=
i

n
ni، أو عندما  2log= ونستمر 

  : و التالي يكون n2log القيمةبهذا التكرار حتى 

)1(4.......842)( 2log TnnnnnT n+++++=  

)1(2)(
1log

1

4log
2

2 Θ+= ∑
−

=

n

i

i nnnT  
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)1(
21

21
)( 2

log2

Θ+
−

−= nnnT
n

 

)()1()1()( 22 nnnnnT Θ=Θ+−=  

  

(:  حل العلاقة العودية التالية: مثال
4

(3)( 




+= n
TnnT  

   :لنكرر هذه العلاقة كما يلي : الحل
 

                               
 
   
     
     )))64/(2716/94/(3

)))64/(316/(34/(3

))16/(34/(3

)4/(3)(

nTnnn

nTnnn

nTnn

nTnnT

+++=
+++=

++=
+=

  

حيث     16/4/4/ nn  و =    64/4/16/ nn =.   

الحـد ذو   .  إلى أي حد يجب أن  نكرر العلاقة العودية قبل أن نصل إلى الشرط الحـدي؟                 
 في السلسلة يكون  i الدليل  ii n يقف التكرار عنـدما  . 4/3  14/ =in أو عنـدما ،i  

ــى هــذه النقطــn4logتتجــاوز  ــستمر بهــذا التكــرار حت ــد   ون ة  و باســتخدام القي

  ii nn 4/4/   : نجد ≥
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).(

)(4

)()
4

3
(

)1(3....64/2716/94/3)(
1log

0

3log

log

4

4

4

nO

non

nn

nnnnnT
n

i

i

n

=
+=

Θ+≤

Θ+++++≤

∑
−

=  

  

 ـ     : ملاحظة  :  ةفي العلاقات السابقة اسـتخدمنا المتطابق
nn bb na loglog لاسـتنتاج  =

nn n 44 loglog3 ــة    = ــتخدمنا الحقيقـ 13log  و اسـ 4 ــتنتاج  >  لاسـ
)()( 3log4 non =Θ.  
  
  :ثالم

1,1ليكن  >≥ ba ثوابت و f(n) على قوى  "ا  معرف"ا موجب"ا تابع  b لنعـرف  . فقط
  : العلاقة العودية التالية 

                                                                           





=+

=Θ
=

ibnifnfbnaT

nif
nT

)()/(

1)1(
)(  

∑ : عندئذ . ب  عدد صحيح موجiحيث  
−

=

+Θ=
1log

0

log )/()()(
n

j

jja
b

b bnfannT  
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  :الحل

).1()/(

......)/()/()(

)/()/()(

)/()()(

log1log1log

22

22

Tabnfa

bnfabnafnf

bnTabnafnf

bnaTnfnT

nnn bbb ++

+++=

++=
+=

−−

 

  
  
  

ن أو بما 
nn bb na loglog : ، فالحد الأخير من التعبير السابق يصبح بالشكل التالي=

)()1( loglog nn bb nTa Θ=1()1( وباستخدام الشرط الحدي( Θ=T  .  الحدود

∑: لتعبير يعبر عنها بالشكلالباقية من ا
−

=

1log

0

)/(
n

j

jj
b

bnfa و بالتالي :  

∑
−

=

+Θ=
1log

0

log )/()()(
n

j

jja
b

b bnfannT  

  
  :Recursion Treesالأشجار العودية  2-2-3

  
هي طريقة ملائمة لعرض ما يحدث عندما يتم تكرار العلاقة العوديـة  و              : الشجرة العودية   

و تعتبر مفيدة جـدا و      . لاقة العودية   تساعد على تنظيم العلاقات الجبرية الضرورية لحل الع       
      .التقـسيم و التجميـع       مـصممة بتقنيـة       العلاقة العودية خوارزمية   تصف  عندما ًصاخصو

    .T(n)=2T(n/2)+n2:  يظهر بناء شجرة عودية للعلاقة )1-2(الشكل 
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 T(n)=2T(n/2)+n2 :مراحل بناء شجرة عودية للعلاقة :)1-2(الشكل

                   
                           

 ، و   T(n)  شجرة جـذرها    يبين ) 1-2( من الشكل  (a)الجزء   . 2 هي قوة لـ     nنفترض أن   
 n2 الحـد    ، حيث   المعطاة  إلى شجرة مكافئة تمثل العلاقة العودية      (b) في الجزء    مددت التي

 ـ ) . لعوديةا  للشجرة الكلفة في المستوي الأعلى   (يكون عقدة الجذر      ـ اشجرتو ال ن ان الفرعيت
 ) 1-2(مـن الـشكل    (c)الجزء   . T(n/2) جذر كل منهما هو   مثلان علاقات عودية    تللجذر  

   . T(n/2)تمديد العلاقة العودية من   الشجرة الناتجةيبين
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نستمر بتمديد كل عقدة في      . 2(n/2)كلفة كل عقدة جزئية في المستوي الثاني من العودية هي           
 العوديـة ، حتـى يـتم           ى جزأين أساسين مثلما يحددان بالعلاقة     الشجرة و ذلك بتقسيمها إل    

  . يبين الشجرة الناتجة (d)الجزء . الوصول إلى الشروط الحدية 
  :من الشجرة مستوم العلاقة العودية وذلك بجمع القيم التي على كل ييتم تقي

  
 n2) الأول(القيمة الكلية الموجودة في المستوي الأعلى  •

 2+(n/2) 2=n2/2 (n/2)لموجودة في المستوي الثاني القيمة الكلية ا •

 :القيمة الكلية الموجودة في المستوي الثالث •
                                     (n/4) 2+(n/4) 2+(n/4) 2+(n/4) 2=n2/4 

)(:  القيم  هذهن القيم السابقة تتناقص هندسيا و بالتالي مجموعأو بما . وهكذا  2nΘ  
  مثال

 الـشجرة  يمثل )2-2 (الشكل.  T(n)= T(n/3)+ T(2n/3)+n: لتكن العلاقة العودية التالية
                    : هاالعودية ل

  
  T(n)=T(n/3)+2T(2n/3)+n  شجرة عودية للعلاقة):2-2 (الشكل                        

  
و  .  في كل مستوn لى القيمة عندما نضيف القيم على مستويات الشجرة العودية ، نحصل ع

  : أطول مسار من عقدة الجذر إلى عقدة ورقيةبذلك يكون 
1....)3/2()3/2( 2 →→→→ nnn 
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 ، و بنـاء  log3/2n ، فإن ارتفاع الشجرة يساوي k = log3/2n عندما k=1(2/3) و بما إن  
  nlog3/2n = O(nlog2n)      :على ذلك فإن حل العلاقة العودية هو 

  
  :Master method  طريقة الرئيسيةال 2-2-4

  

 T(n) = aT(n/b)+f(n):  من الـشكل   التي حل العلاقات العوديةتستخدم هذه الطريقة في  
1,1حيث  >≥ ba ثوابت و f(n)  تابع موجب  .  

 n  ذات حجم معطياتالعلاقة العودية السابقة زمن تنفيذ خوارزمية التي تقسم مسألة ما تصف 
و تحل بشكل عودي ،   n/b كل مسألة جزئية حجم المعطيات في  . مسألة جزئية aإلى 

كلفة تقسيم المسألة و تجميع حلول المسائل الجزئية ، و كذلك  T(n/b)  قدره بزمن تنفيذ
  :الطريقة الرئيسية تعتمد على النظرية التالية  . f(n) بالدالة يعطى

  
1,1 لتكن   :نظرية >≥ ba بت ، و لتكن      ثواf(n)  و لتكن      ما موجبة    دالة ، T(n)   معرفـة 

  حيث T(n) = aT(n/b)+f(n): على مجموعة الأعداد الصحيحة غير السالبة بالعلاقة العودية
n/b يمكن أن يكون   bn    أو/ bn   :يمكن أن يحدد كما يلي T(n) عندئذ /

  

)()(إذا كان  .1 log ε−= abnOnf 0 حيث أن>ε عندئذ ، 

                               )()( log abnnT Θ= 

)()(إذا كان  .2 log abnnf Θ=  عندئذ)log.()( 2
log nnnT abΘ=. 

ــان  .3 )()(إذا ك log ε+Ω= abnnf ــث أن ــان ε<0 حي ، و إذا ك
)()/( ncfbnaf كبيرة بـشكل  n  و من أجل 1 ثابت أصغر من  cحيث ≥

)())((كاف ، عندئذ  nfnT Θ=. 

  :ملاحظة

  بــ   f(n)في كل حالة من الحالات الثلاثة السابقة ، نقارن الدالة 
abn log

يحدد الحل  . 

 الدالة -1 مثل الحالة -إذا كان . للعلاقة العودية بأكبر التابعين 
abn log

   هي الأكبر ، 
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)()( الحل            يكون عندئذف log abnnT Θ= .  الدالة  – 3 كما في الحالة     -  تو إذا كان 
f(n)      ، الحل عندئذ يكون ف هي الأكبر   ))(()( nfnT Θ= .  ـ   مثـل   – تأما إذا كان

العامـل االلوغـاريتمي ، و الحـل يكـون          نـضرب ب  ف من نفس السعة ،      نا الدالت -2الحالة  
)log.()( 2

log nnnT abΘ=.  
  

  T(n)=9T(n/3)+n: حل العلاقة العودية التالية :مثال
  :الحل

)(   وبناء على ذلك يكون لديناf(n) = n، و b=3  و  a=9 لدينا    29loglog 3 nnn ab Θ==.      

)()(و بما أن  9log 3 ε−= nOnf 1حيث=ε من النظرية السابقة 1، بتطبيق الحالة 

)()(:  نجد أن الحل  2nnT Θ=.  
 

  
  T(n)= T(2n/3)+1: حل العلاقة العودية التالية:مثال
  :الحل

101loglog  و      f(n) = 1، و b=3/2  و  a=1 لدينا  2/3 === nnn ab .  و بما
)()()1(أن  log Θ=Θ= abnnf و بالتالي الحل:  )(log)( 2 nnT Θ=.  
  

  T(n)=3 T(n/4)+nlog2n: حل العلاقة العودية التالية :مثال

  :الحل

)(  و      f(n) = n log2n، و b=4  و  a=3 لدينا  793.03loglog 4 nOnn ab ==  

)()(و بما أن  3log 4 ε+Ω= nnf 2.0 حيث≈ε .  و من أجل قيم كبيرة لـــ n ،
)/4/3()4/(log)4/(3)(log)(:نجــد  22 ncfnnnnbnaf  مــن =≥=

)()log(:  نجد أن الحل هو 3باستخدام  الحالة  .  c=3/4 أجل  2 nnnT Θ=  
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  :ملاحظة

)()log(إذا كان  2
log nnnf

ka
bΘ=  0 ، حيث≥k عندئذ العلاقة العودية ،    :T(n) 

= aT(n/b)+f(n)تملك الحل التالي  :)log()( 2

1
log nnnT

k
ab

+
Θ=  
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   الفصل الثانيتمارين 2-3
  

 : أثبت صحة مايلي:1 تمرين

∑∑

∑∑

∑

∑

==

==

∞

=

=

Ω=Ω−

=−

=−−

+=
−

−

n

k
k

n

k
k

n

k
k

n

k
k

k
k

n

k

nfnf

nfOnfO

k

nOn
k

11

11

0

1

))(())((4

))(())((3

0
2

)1(
2

)()ln(
)12(

1
1

 

 

   :2 تمرين

∑أثبت أن المجموع   .1
=

n

k k1
2

1
 .مقيد من الأعلى بحد ثابت 

 الأعلى للمجموع   الحدأوجد .2
 

∑
=






n

k
k

n2log

0 2
. 

log2)(يساوي  nفقي من المرتبة العدد التوا بين أن .3 nΩعلى تقسيم " اعتمادا
 .المجاميع 

∑أوجد قيمة المجموع  .4
∞

=

+
1

2)12(
k

kxk  

 : 3 تمرين

(1بين أن حل العلاقة  .1
2

()( +




= n
TnT هو)(log2 nO. 

nبين أن حل العلاقة  .2
n

TnT +




= )
2

)log(هو )(2) 2 nnΩ  ثم استنتج 

)log(أن الحل هو  2 nnΘ. 

)(2)(1حل العلاقة العودية   .3 += nTnT. 
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  :4 تمرين

 :باستخدام الطريقة التكرارية ، أوجد الحد الأعلى للعلاقة العودية .1

n
n

TnT +




= )
2

(3)(. 

  :باستخدام مفهوم الشجرة العودية ، حل العلاقة العودية .2

n
n

TnT +




= )
2

(4)( 

:  باستخدام الطريقة التكرارية ،  حل العلاقة العودية  .3
naTanTnT ++−=   a >=1  ثابت و aحيث )()()(

: استخدام مفهوم الشجرة العودية ، حل العلاقة العودية  .4
nnaTanTnT +−+=  a<1>0   ثابت و aحيث )()())1((

   

1,0بفرض أن   :5 تمرين << βα 1 و=+ βα ولتكن العلاقة العودية  :  





>++
=

=
1)()(

11
)(

nifcnnTnT

nif
nT

βα
 

)()log(بين أن  .  عدد صحيح موجب cحيث  2 nnOnT =.   
  

  :حل العلاقات العودية التالية  :6 تمرين

1.  




>+−
=

=
12)1(3

11
)(

nifnT

nif
nT  

2. 




>−−
=

=
115)1(3

18
)(

nifnT

nif
nT  

3. 




>−+−
=

=
11)1(

12
)(

nifnnT

nif
nT  

4. 




>−+−
=

=
132)1(3

13
)(

nifnnT

nif
nT  

5. 




>−+−
=

=
11)1(2

11
)(

nifnnT

nif
nT  
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6. 




>++−
=

=
113)1(3

15
)(

nifnnT

nif
nT  

7. 




>+−+−
=

=
112)1(2

11
)(

2 nifnnnT

nif
nT  

8. 




>+−
=

=
1)1(

11
)(

nifnnnT

nif
nT  

 
 

)1(1  أنحل العلاقات العودية التالية باعتبار  :7 تمرين =T  2من أجل وذلك≥n  
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   .  n≥2  ثابت من أجلT(n)حل العلاقات العودية التالية باعتبار أن   :8 تمرين

1. 
3)

2
(2)( n
n

TnT +=  

2. n
n

TnT += )
10

9
()(  

3. 2)
4

(16)( n
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4. 
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3
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n
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5. 
2)

2
(7)( n
n

TnT +=  

6. n
n

TnT += )
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(2)(  

7. nnTnT +−= )1(2)(  

8. 1)()( += nTnT  

9. 
n

nTnT
1

)1()( +−=  

10. nnTnT 2log)1()( +−=  

  
اء مكون من عدد الطرق المختلفة لوضع الأقواس على جد   يمثلX(n) أن بفرض  :9 تمرين

n حد ، على سبيل المثال  :X(1) = X(2) = 1  و  X(3) = 2) يوجد  أي(xx)x, x(xx) ( 
و  ) x((xx)x), x(x(xx)), (xx)(xx), ((xx)x)x, (x(xx))xأي يوجد   (X(4) = 5و 

  : المطلوب

أثبت أن        .1
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)(22 أن n≤1بين من أجل  .2 −≥ nnX 

أثبت أن  .3
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  :عطى بالعلاقة العودية يمتحول  nبين أن عدد التوابع البوليانية بـ   :10 تمرين
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  .ثم حل العلاقة العودية 
  

  : مصفوفة  تعطى بالعلاقة العودية nبين أن عدد الطرق المختلفة لضرب   :11 تمرين
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ثم بين أن  
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,,,........تعطى متتالية أعداد فيبوناتشي   :12 تمرين 210 FFF بالقاعدة التالية :  

2110 ,1,0 −− +=== nnn FFFFF  

62: أثبت باستخدام الاستقراء الرياضي أن  .1 5.0 ≥≥ nforF n
n 

nc يكون من أجله c>1أوجد ثابت  .2
nF   n≤6 من أجل ≥2

)2( يكون من أجلها cأوجد أكبر قيمة لـ  .3 cn
nF Ω= 

 

  . A, B, C لديك ثلاث خوارزميات بفرض : 13 تمرين
 بتقسيمها إلى خمس مسائل n تحل المسائل التي حجم معطياتها Aالخوارزمية  •

عطيات في كل منها جزئية حجم الم
2

n و تحل المسائل الجزئية بشكل عودي ، و ، 

 .تقوم بتجميع الحلول بزمن تنفيذ خطي 

 بتقسيمها إلى مسألتين جزئيتين n تحل المسائل التي حجم معطياتها Bالخوارزمية  •
زئية بشكل عودي ، و تقوم  ، و تحل المسائل الجn−1حجم المعطيات في كل منها 
  .ثابتبتجميع الحلول بزمن تنفيذ 

 

 مسائل جزئية تسع بتقسيمها إلى n تحل المسائل التي حجم معطياتها Cالخوارزمية  •

حجم المعطيات في كل منها 
3

n و تحل المسائل الجزئية بشكل عودي ، و تقوم ، 

 : المطلوب   .تربيعيبتجميع الحلول بزمن تنفيذ 

  . للأفضلية ً وفقاً تصاعدياًا ترتيباو رتبه . A, B, Cأوجد التعقيد الزمني للخوارزميات 
  

 تكون ممتلئة بالعقد إذا كان عدد الأبناء في كل (Binary tree)الشجرة الثنائية  : 14 تمـرين 
  . عقدةnائية الممتلئة و المكونة من عدد الأشجار الثنnBلتكن .  فقط اثنين أو ًعقدة إما صفرا

  ثم  على التتالي  عقد7 ,5 ,3مكونة من  ال و  بالعقدارسم الأشجار الثنائية الممتلئة .1
753  الثنائية الممتلئةالأشجارعدد أوجد بدقة  ,, BBB. 

  .n ، من أجل أي nB أوجد علاقة عودية تعطي عدد .2

)2(دام الاستقراء الرياضي أن باستخبين  .3 n
nB Ω=.  

  


