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عمم المصفوفات ىو عمم قائم بذاتو حيث تمعب المصفوفات دوراً ىاماً في حل المعادلات الخطية وغير الخطية في  تمييد:

لاقتصاد، والإحصاء . فضلًب عن ذلك فإن المصفوفات ليا تطبيقات فى مجالات عديدة، فى افروع الرياضيات المختمفة 

صياغة نماذج  فيالأساس  ىيوبحوث العمميات والعمميات الإدارية وغيرىا من المجالات. فمثلًب نجد أن المصفوفات 

أول من أدخل مفيوم  ي كابيميوالرياض الرياضي ىاممتونويعتبر  .ماركوف متسمسلبتوكذلك صياغة  المنتج والمستخدم

 .المصفوفات

)مجموعة غير خالية( ولتكن المجموعتان :   Xلتكن لدينا المجموعة  :nm المرتبة تعريف المصفوفة من 1-2

 nF ,...,3,2,1  و mE ,...,3,2,1  حيث,m n و أعداد طبيعية( 1, 1)m n  كل :فإن كل تطبيق من الش 

XFEf :  يسمىnm  مصفوفة أو مصفوفة مرتبتياnm  أو مصفوفة من الشكل),( nm  وذلك من

 .Xالمجموعة 

),(إذا رمزنا لمصورة المباشرة لمثنائية  ji لتطبيق وفق اf  بالرمزija وذلك من أجل أي عنصر ،),( ji  من الجداء
FE  :فإن العناصر التالية 
 

mnmmnn aaaaaaaaa ,...,,,...,,...,,,,...,,  . fتعين تماماً التطبيق    212222111211
 

)(لنرتب العناصر  FEf   فيm  من الصفوف وn  من الأعمدة بحيث يقع العنصرija  
 

)(والعمود الذي رقمو  i)(الذي رقمو  الصففي  j :كالتالي 
 

           

11 12 1

21 22 2

1 2

....

....
;(1 ,1 ) (1 2)

.... .... .... ....

....

n

n

m m mn

a a a

a a a
A i m j n

a a a

 
 
      
 
 
 

 

 :ختصاراً أو ا
              ( . )[ ] (2 2)ij m nA a  

 

),(أو المصفوفة من المرتبة  nmوتسمى بالمصفوفة  nm كبيرة مثل ونرمز ليا بأحرف ,...,, CBA  وتسمى

)1,(وىي من المرتبة  ية ) أو مصفوفة الصف (مود بالمصفوفة الصفعnواحد و صفالمصفوفة المكونة من  n 

 m),1(وىي من المرتبة  مصفوفة العمودبوعمود واحد  صف mوتسمى المصفوفة المكونة من



 أ. دياب شغري                                                                                       الرياضيات العالية

 22 

)(وفي حالة تساوي عدد الأعمدة مع عدد الصفوف  nm   أو نقول من المرتبة  بالمصفوفة المربعةفإنيا تسمىn  مثلًب

)2,1,...,(كما تسمى العناصر  ، ni  
iia  القطر الرئيسيبفييا . 

تكون دوال أو كثيرات حدود في الحالة العامة ليس من الضروري أن تكون عناصر المصفوفة أعداداً فربما  :(1)ملاحظة

معرفة عمى حقل الأعداد  Aعناصرىا أعداد، وبيذا نقول لدينا مصفوفةوسنيتم في دراستنا بالمصفوفات التي  ، أو...

 الحقيقية أو العقدية.  

وأعمدة  mفوف عددىا يمكن تعريف المصفوفة عمى أنيا جدول مؤلف من مجموعة عناصر مرتبة بشكل ص :(2)ملاحظة

 .nعددىا 

 

 

 

 

 
 :أمثمة

1-  

 

1
2 1 2 1 0

0
3 0 , 3 2 1 , 2 4 0 1 ,

5
1 4 0 1 1

3

A B C D

 
      

         
     
        

 

 

ثة صفوف وثلبثة مؤلفة من ثلب B، والمصفوفة )2,3(مؤلفة من ثلبثة صفوف وعمودين فيي من الشكل Aالمصفوفة 

أعمدة وتسمى بمصفوفة الصف فيي من  ةمؤلفة من صف واحد وأربع C، والمصفوفة )3,3(أعمدة فيي من الشكل 

 . )1,4(فة العمود فيي من الشكل صفوف وتسمى بمصفو  ةمؤلفة من عمود واحد وأربع D، والمصفوفة )4,1(الشكل 

2-  



















150

321

011

A 
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)(في ىذا المثال فييا  Aالمصفوفة  nm  أن  ، كما نلبحظ3ختصاراً من المرتبة أو ا )3,3(مربعة من المرتبة  أي

 3كل منيما تحوي عدداً من الصفوف يساوي  ))3,3(من المثال السابق ليما نفس المرتبة Bىذه المصفوفة والمصفوفة 

 (. 3وعدداً من الأعمدة يساوي 

3- 

























i

i

i

i

A

3

25

4

1

 

 

 وىي مصفوفة عمود. Cوعمى حقل الأعداد العقدية  )1,4(من المرتبة  A المصفوفة
),(سنرمز لجممة المصفوفات من المرتبة  :(3)ملاحظة nm وعمى حقل الأعدادK  بالرمز)(),( KM nm. 

)2,3()((: 1)خلبل الأمثمة السابقة في المثال من  RMA،)()3,3( RMB، )()4,1( RMC )()1,4( RMD.  في

)1,4()( (:3المثال ) CMA. 

][).(نقول عن مصفوفتين  تساوي مصفوفتين: 2-2 nmijaA  ،).(][ qpijbB   إنيما متساويتان ونكتبBA  

 إذا تساوت كل العناصر المتقابمة في المصفوفتين، وبكلبم آخر إذا كان:

pmمن مرتبة واحدة اي  -1   ،qn  . 
;)1,1(العناصر المتقابمة في المصفوفتين متساوية أي:  -2 minjba ijij . 

;,)1,1(:  ختصاراً ونكتب ا minjjibaBA ijij  
 أمثمة:

 إذا كان: -1



















43

07

2221

1211

aa

aa 
 

711 فإن: a ،012 a  ،321 a  ،422 a. 
 

 صفوفتان:لتكون الم عين قيمة  -2
 

  
22 2 2

1 3 , 3

5 3 5 2

A B

 





  
       
      

 

 

 متساويتين. Rعمى حقل الأعداد الحقيقية 
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 لذلك نكتفي بتحقق شرط تساوي العناصر المتقابمة: )2,3(صفوفتين من مرتبة واحدة مبما أن ال
022 22   

 ومنو:
 1 , 2     ، 1وبالتالي فإن. 
 

][).( إن منقول مصفوفة منقول مصفوفة: 3-2 nmijaA  عمدة )أو الصفوف أ جعل ىو مصفوفة جديدة ناتجة من
         ونعرفيا بالشكل التالي: TA ( ونرمز ليا بالرمزاً الأعمدة صفوف
              

                         ( . )[ ] (3 2)T

ji n mA a  
 

),(من المرتبة Aأي إذا كانت المصفوفة  ) nm  فإن منقوليا من المرتبة),( mn ). 
 

AAT يؤثر منقول مصفوفة في قيمة المحدد بمعنى أن: لا (:4ملاحظة) لممصفوفات المربعة)كما سيمر لاحقاً(. كوذل 
 

 مثال:
 عمى حقل الأعداد العقدية:A أوجد منقول المصفوفة

 
 
 










































053

13651

013

6

55

31

ii

iiii
A

i

ii

i

ii

A T 

 من تعريف منقول مصفوفة نلبحظ أن: (:5ملاحظة)
 

( ) (1T TA A 

( , )( ) ; , ( ) (2T T T

m nA B A B A B M K    

( ) ; (3T TA A K    

( , ) ( , )( ) ; ( ), ( ) (4T T T

m n n pA B B A A M K B M K     
 

  مثال:
 إذا كانت:

2 3 1 1 2 1

2 2 1 , 2 1 1

1 2 1 3 3 3

A B

   
     
   
      

 

 
TTTفأوجد ABBABA ,,,)(       
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 الحل:
 

1 5 2 1 4 4

4 1 2 , ( ) 5 1 5

4 5 4 2 2 4

TA B A B

   
      
   
      

 

 
2 2 1 1 2 3

3 2 2 , 2 1 3

1 1 1 1 1 3

T TA B

   
     
   
      

          

                                                
 المصفوفات الخاصة: 4-2

 

 :وخواصيا المترافقة ةد العقديالأعدا تعريف 4-2-1

1iعددين حقيقين وكان  bو aإذا كان ( 1   فإنz a bi   ًويسمى العددان .  عقدياً يسمى عددا

aالعقديان biوa bi .عددين مترافقين ، كل منيما مرافق للآخر 

1zإذا كان ( 2 a bi  و
2 1z z a bi     2فإنو يكون 1z z a bi a bi     

 

 (. نفسو zىو العدد zمرافق المرافق لعدد )
 

1zإذا كان( 3 a bi   2وz c di  :فإنو يكون 

1 2 ( ) ( )z z a c b d i    ،1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )z z a c b d i a bi c di z z              
 

 ( ىو مجموع مرافقي ىذين العددين عقديينالمرافق لمجموع عددين  )

1 2 ( ) ( )z z ac bd ad bc i      
 

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )z z ac bd ad bc i a bi c di z z              
 

 ( المرافق لحاصل جداء عددين مركبين ىو حاصل ضرب مرافقييما )
  :مثال

2 1 2 1

5 1 6 5 1 6

0 1 3 0 1 3

i i i i i i

A i i A i i

i i
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)(المحققة لــ Aىو مصفوفة  :مرافق منقول مصفوفةتعريف  4-2-2 TAA . 
 

  m),1(صفاً وعموداً واحداً  mالمصفوفة المؤلفة منإن  ود:فوفات الصف والعمــــــمص 4-2-3
 

 مصفوفة عمود كالمصفوفة:تسمى 

              

11

21

31

1

(4 2)

.....

m

a

a

A a

a

 
 
 

  
 
 
  

 

)1,(عموداً وصفاً واحداً  nأما المصفوفة المؤلفة من  n مى بمصفوفة الصف كالمصفوفة:تس 
              

                      11 12 13 1..... (5 2)nB b b b b  
 

 تسمى ىذه المصفوفات بمتجيات العمود أو الصف. (:6ملاحظة)
 

          :ليا بالرمز ونرمز ( Kصفر الحقل )تكون جميع عناصرىا أصفاراً  :الصفريةة فوفـــــــالمص 4-2-4
              , (6 2)m nO  0;)1,1(أو njmiaij  . 

 

  ومن أىم خصائصيا:
 

nmnm OOA ,,11, ،1,1,, mnnm OAO ،0,,,  AAAOA nmnmnm 
 

 مثال:
 

 1,3 2,3

0 0 0
0 0 0 ,

0 0 0
O O

 
   

 
 

 

ــــة: المصــــفوفة 4-2-5 )(إذا كـــان  المربع nm  المصفففف     في][ ijaA  نيــــا مــــن فتســــمى المصـــفوفة بالمربعــــة ونقـــول إ

),(بدلًا من  nالمرتبة   nnوتسمى.][ ijaA   بالمصفوفة المستطيمة إذا كان( )m n. 

][).( المربعة تكون المصفوفة القطرية: ةالمصفوف 4-2-6 nnijaA   كان:قطرية إذا 

);0( jiaij .:أي أن جميع عناصر المصفوفة أصفاراً ماعدا عناصر قطرىا الرئيسي وىيnnaaa ,...,, 2211 

 أي:



 أ. دياب شغري                                                                                       الرياضيات العالية

 27 

              
11

22

0 0 0

0 0 0
(7 2)

... ... ... ...

0 0 0 nn

a

a
A

a

 
 
  
 
 
 

 

 

 ختصاراً نكتب:وا
],...,,,[ 332211 nnaaaadiagA  

 

وبقيــة العناصـــر  Kعناصــر قطرىــا الرئيســي متســاوية وتســاوي  قطريــةمصــفوفة ىــي  فة الســممية:المصــفو  4-2-7
 معدومة ونكتبيا عمى النحو التالي:

 

              

0 0 0

0 0 0
(8 2)

... ... ... ...

0 0 0

A







 
 
  
 
 
 

 

 ختصاراً نكتب:وا
             0 ;

[ ]; (9 2)
;

ij ij

i j
A a a

i j


  


 

 

][).(ن المصفوفة تكو  المصفوفة المتناظرة: 4-2-8 nnijaA  :متناظرة إذا كان   
 

),;( jiaa jiij   2,1,...,(وذلك من أجل جميع قيم,( nji   إذا كان أيTAA . 
 

);,2,1,...,( إن المصفوفة المتناظرة ىي مصفوفة مربعة لأنيا تحقق: njiaa jiij   

 مثال:
 

1 4 2

, 4 3 6

2 6 1 2

a b c i i i

A b d e B i i

c e g i i i

    
      
   

        

  

 

 .متناظرة Bو  Aكل من 
 

][).(تكون المصفوفة  (:يذات التناظر العكس) المتخالفة المصفوفة 4-2-9 nnijaA  متخالفة    
);,2,1,...,( :كان إذا njiaa jiij   ،( أي إذا كان:  TAA  ).  

ji يكون عندما   فإن ( iaii    ( وذلك لأن: 0;
 

iaaaa iiiiiiii  ;002 
 أي أن عناصر القطر الرئيسي فييا يجب أن تكون أصفاراً.
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 مثال:

0 0 4 2

0 , 4 0 6

0 2 6 0

b c i i

A b e B i i

c e i i

   
       
   
         

 

 

 متخالفة. Bو  Aكل من 
 

jiaij)إذا كانت جميع العناصر  المصفوفة المثمثية العميا)السفمى(: 4-2-10  أي إذا كانت جميع العناصر ،( 0;

jiaij)إذا كانت جميع العناصر )تحت القطر الرئيسي معدومة  الواقعة  ( أي إذا كانت جميع العناصر الواقعة 0;

 الرئيسي معدومة(. فوق القطر

 مثال:
 

1111 12 13 14

21 2222 23 24

31 32 3333 34

41 42 43 4444

0 0 0

0 00
,

00 0

0 0 0

ba a a a

b ba a a
A B

b b ba a

b b b ba

  
  
   
  
  

   

 

A عميا وB .سفمى 
 

 يجب أن يكون قيمة محددىا غير معدوممعرفة المصفوفة شاذة أو غير شاذة ل (:7ملاحظة)
 ) سوف نعرف محدد المصفوفة لاحقاً (. 

 مثال:

 ية:  بفرض لدينا المصفوفة المثمث
 

5 8 9

0 6 0

0 0 7

A

 
 
 
  

 

 

 : عبارة عن جداء عناصر قطرىا الرئيسي ىامثمثية فإن محددمصفوفة  A بما أن
 

5 6 7 210 0A      

0Aمخالفاً لمصفر أي  ىالأن محدد شاذة ليست Aوبالتالي المصفوفة  . 
 

ىي مصفوفة سممية عناصر قطرىا الرئيسي تساوي الواحد والعناصر غير القطرية تكون  :المصفوفة الواحدية 4-2-11

  .nIأصفاراً ونرمز ليا بالرمز 
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 ختصاراً نكتب:وا
 

              0 ;
[ ]; (10 2)

1 ;
ij ij

i j
A a a

i j


  


 

 
 

 مثال:

 4 3 2 1

1 0 0 0
1 0 0

0 1 0 0 1 0
, 0 1 0 , , 1 1

0 0 1 0 0 1
0 0 1

0 0 0 1

I I I I

 
  

            
    

 

 

 

mnmmmnmnnn ة اليامة لممصفوفة الواحدية ىي:الخاص AIAAI ,,,,,  
 

 ىي مصفوفة عناصرىا ىي العناصر المرافقة لعناصر  :المصفوفة المرافقة لمصفوفة 4-2-12
 

 .Aونرمز ليا بالرمز  Aالمصفوفة العقدية
 

 إذا كان: فوفة العقدية ىرميتيةتكون المص :اليرميتية المصفوفة 4-2-13

    
              ( ) (11 2)TA A A   

 

);,2,1,...,(أي المصفوفة اليرميتية ىي مصفوفة مربعة بحيث: njiaa jiij  . 
 

jiijبما أن  (:8ملاحظة) aa   عندماji   فإنو يجب أن تكونiRaii   أي عناصر );
 

 حقيقية دوماً(. اً القطر الرئيسي في المصفوفة اليرميتية يجب أن تكون أعداد
 مثال:

























35443

54032

43321

ii

ii

ii

A 

Aىرميتية:  )( TAAA  . 
 

 تكون المصفوفة العقدية ىرميتية متخالفة إذا كان : المصفوفة اليرميتية المتخالفة: 4-2-14
       

              ( ) (12 2)TA A A     
);,2,1,...,(أي المصفوفة اليرميتية المتخالفة ىي مصفوفة مربعة بحيث: njiaa jiij  . 
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jiijبما أن  (:9ملاحظة) aa   عندماji   فإنو يجب أن تكون عناصر القطر الرئيسي 
 

 .اً تخيمية بحتة أو أصفار  اً أعداد المتخالفة ةفي المصفوفة اليرميتي
 
 
 
 

 مثال:
 

3 3 5
2 2

2 2 23 3 4 4 5
3 5

3 4 4 5 6 , 2 2 3
2 2

4 5 5 6 0
5 5

2 3 0
2 2

i i i

i i i

A i i i B i i i

i i

i i

 
  

    
            
   
       

    
 

 

 

)ىرميتية متخالفة: Bو   Aكل من  ) , ( )T TA A A B B B        . 
 

المتخالفة الحقيقية ىي متناظرة  المصفوفة اليرميتية الحقيقية ىي مصفوفة متناظرة والمصفوفة اليرميتية (:10ملاحظة)
 متخالفة.

 
المصفوفة اليرميتية الحقيقية ىي مصفوفة متناظرة والمصفوفة اليرميتية المتخالفة الحقيقية ىي متناظرة  (:11ملاحظة)
 متخالفة.

 
كتب ون )1,1(ليو كمصفوفة من الشكليمكن النظر إ أو عقدي كل عدد حقيقي (:12ملاحظة) 11aA   نسمييا

 .المصفوفة وحيدة العنصر
 مثال:

  
1 0 0 3 7 0 7 0 0 3 7 5

5 2 0 , 0 6 1 , 0 7 0 , 7 0 8

8 3 7 0 0 2 0 0 7 5 8 1

A B C D

       
          
       

              

 

 

 .متناظرة Dالمصفوفة  -سممية  Cالمصفوفة  -مثمثية عميا Bالمصفوفة  -مربعة ومثمثية سفمى A المصفوفة
0 2 5 1 0 0

3 2 1
2 0 8 , , , 0 1 0

2 5 1 0
5 8 0 0 0 1

i i i
E F G I

i i
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)(أو Iالمصفوفة  - ىرميتية متخالفة Gالمصفوفة  - ىرميتية Fالمصفوفة  - متناظرة متخالفة Eالمصفوفة  3I 
 واحدية.

 

والتي ينطبق قطرىا الرئيسي عمى الأقطار  A نسمي المصفوفة المربعة المجزأة :قطريةالشبو لمصفوفة ا 4-2-15

الرئيسية لعدد من المصفوفات المربعة الجزئية 
kAAA ,...,21

المصفوفة شبو القطرية حيث 
kAAA ,...,21

مصفوفات  

 عبارة عن أصفار. Aالدرجة  وباقي عناصر المصفوفةجزئية مربعة متساوية 





















kA

A

A

A

...00

............

0...0

0...0

2

1

 

 مثال:
 :كن لدينا المصفوفةلت
 





























520000

130000

005100

004200

000031

000023

A 

 عة الجزئية :المرب ممصفوفاتينطبق عمى الأقطار الرئيسية لشبو قطرية حيث عناصر قطرىا الرئيسي  Aإن المصفوفة 
 

1 2 3

3 2 2 4 3 1
, ,

1 3 1 5 2 5
A A A

     
       
     

 

المستطيمة يكون ليا  والمصفوفة ،1Aزبالرم ونرمز ليا Aىي مصفوفة تنتج من المصفوفة و  مقموب مصفوفة: 5-2
 :العلبقة مقموبان من اليمين وتحقق

            

                           1

, , , (13 2)m n n m m mA A I    
 

 :العلبقة ومن اليسار وتحقق
 

              1

, , , (14 2)n m m n n nA A I    
   

)(مربعة وبالتالي إذا كانت المصفوفة  nm  1 ىو: اً واحد اً فإن لممصفوفة مقموب

,



nnAالعلبقة يحقق: 
              1 1

, , , , , (15 2)n n n n n n n n n nA A A A I      
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أما بالنسبة لممصفوفة المربعة فإن الشرط  ، قموب يرتبط بشروط سنذكرىاً لاحقاي يجب ذكره ىو أن وجود المالذ

ذا كان شاذة(. )غير نظامية A المصفوفةن ( أي إ يساوي الصفر لاAمحدد  )0Aىو ليس Aفإن  0A وا 

  فريدة(. أو) مصفوفة شاذة Aليا مقموب وتكون 

       بحيث يكون: 1Aويرمز لو بالرمز  وحيد فيذا المقموب مقموب A ممصفوفة المربعةل إذا كان مبرىنة: 5-2-1

               1 1 (16 2)A A A A I      
 

 :الإثبات
 ىذا يعني : Aالمصفوفة المربعة  مقموبا Cو  Bلنفرض أن  
 

. .A B B A I  

. .A C C A I  
 لكن:

BBIBACBAC

CICBACBAC





.)..(..

.)..(.. 

CB بالمقارنة نجد:   في حال كان، مما يعني أن لممصفوفة المربعة ( 0مقموب وحيد إن وجدA .) 
 

 خصائص المصفوفات القطرية والمثمثية: 6-2
 مصفوفتين قطريتين ليما نفس المرتبة فإن: Bو  Aإذا كانت  -1

 BABABAAB  موجودة إذا كانت عناصر القطر خالية تكون  1Aكذلك فإن ،  مصفوفات قطرية ىي ,,,

 .Aقطرية وعناصر قطرىا مقموبات العناصر المتناظرة لممصفوفة  1Aوتكون، من الأصفار تماماً 

 

 

 

  مثال:
 :ينا المصفوفةلد لتكن

3 0 0

0 2 0

0 0 9

A

 
 
 
  

 

 إن:
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1

1
0 0

3

1
0 0

2

1
0 0

9

A 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 :عندئذٍ تكون المصفوفات مصفوفتين مثمثيتين عميا)سفمى( ليما نفس المرتبةBوAإذا كانت -2

BABABAAB  تكون موجودة إذا كانت عناصر القطر خالية من الأصفار  1Aكذلك فإن مصفوفات مثمثية ،  ,,,

 .Aقطرية وعناصر قطرىا ىي مقموبات العناصر المتناظرة لممصفوفة  1Aتماماً وتكون 

 
 مثال:
 :لدينا المصفوفة لتكن

3 4 2

0 2 6

0 0 9

A

 
 
 
  

 

 إن:

1

1
4 2

3

1
0 6

2

1
0 0

9

A 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

ىو حاصل ضرب عناصر القطر Aمصفوفة قطرية أو مثمثية )عميا أو سفمى( فإن محدد المصفوفة  Aإذا كانت -3

الرئيسي أي أن : 



n

i

iiaA
1

 

 المجموع المباشر: 7-2
1إذا كان  2, ,..., sA A A 1وفات مربعة مرتبة كل منيا عمى الترتيبمصف 2, ,..., sm m m :فإن المصفوفة القطرية 

 

              
1

2

1 2

0 ... 0

0 ... 0
( , ,..., ) (17 2)

... ... ... ...

0 0 ...

s

s

A

A
A diag A A A

A

 
 
   
 
 
 

 

 iAتسمى المجموع المباشر لممصفوفة 
 

 مثال:
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 :تإذا كان 

 1 2 3

1 2 1
1 2

2 , , 2 0 3
3 4

4 1 2

A A A

 
        
 

  

 

 

 ع المباشر لممصفوفاتفأوجد المجمو مصفوفات ، 
1 2 3, ,A A A 

 

 الحل:

1 2 3

2 0 0 0 0 0

0 1 2 0 0 0

0 3 4 0 0 0
( , , )

0 0 0 1 2 1

0 0 0 2 0 3

0 0 0 4 1 2

diag A A A

 
 
 
 

  
 

 
 

 

 

 

1تإذا كان :(31)ملاحظة 2 1 2( , ,..., ), ( , ,..., )n nA diag A A A B diag B B B   حيثiA  وiB  من مرتبة واحدة
)لقيم  1,2,..., )i s :فإن 

  
              (18 2) 1 1 2 2( , ,..., )s sAB diag A B A B A B 

 
 العمميات عمى المصفوفات: 8-2

 جمع وطرح المصفوفات: -1
][المصفوفتان: إذا كانت  ijaA ،][ ijbB  عمى حقل واحدK  مرتبة واحدة ومن),( nm :فإن 
 

              
, ,

, ,

[ ] ; ; ,
(19 2)

[ ] ; ; ,

ij m n m n ij ij ij

ij m n m n ij ij ij

C c A B c a b i j

D d A B d a b i j

      


      
 

 مثال:

 :تإذا كان
2 3 5 5 7 2

,
4 0 7 6 1 1

A B
   

    
   

 

A,أوجد ف B A B  
 الحل:

7 10 7 3 4 3
,

10 1 8 2 1 6
C A B D A B

    
            

 

 
),()(إن عممية جمع المصفوفات عمى الجممة (:14ملاحظة) KM nm:ىي عممية داخمية تتصف بما يمي 
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AAA :عنصر حيادي بالنسبة لمجمع nm,0فة الصفرية المصفو  (1  00.  

)()(عممية الجمع تجميعية:  (2 CBACBA . 

)(لكل مصفوفة نظير بالنسبة لمجمع ىو  (3 A  :حيث( ) ( ) 0A A A A     . 

Aعممية الجمع تبديمية:  (4 B B A  . 
 

),()(ومنو فإن الجممة  KM nm .تشكل زمرة تبديمية بالنسبة لعممية جمع المصفوفات 
 

) إذا كانت كذلك , ), & , ( )m nK A B M K    :فإن 
5) AAA   )( 
 

6) BABA   )( 
 

 : (6) لنثبت صحة

BAbabababaBA ijijijijijijijij   ][][][][)][)]([)( 
 
 المصفوفات:ضرب  -2

][)( لتكن , KMaA mnij ،)(][ , KMbB lmij   ، نعرف جداء المصفوفتين مصفوفتينBA, نو مصفوفة بأ

 معرفة بالشكل التالي: Cجديدة 

 

           ,[ ] ( ) (20 2)ij n lC A B c M K     
 

 معرفة كما يمي: Cوعناصر المصفوفة 
 

           
1

; , (21 2)
m

ij ik kj

k

c a b i j


    

من  iمن عناصر مصفوفة الجداء يساوي مجموع جداءات العناصر الواقعة في الصف  ijcأي أن كل عنصر

 .Bمن المصفوفة   jبعناصر العمود  Aالمصفوفة

قابمة  Bونقول إن  B يساوي عدد صفوف المصفوفةAن يكون عدد أعمدة يجب أ، أنو لإجراء عممية الضرب  أي

 .سار)أي لحاصل ضرب مصفوفتين يجب أن تكون المصفوفتان متوافقتين بالنسبة لعممية الضرب(من الي Aلمضرب في 

 مثال:
 لتكن لدينا: 
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2 1 4 1

1 2 3 , 1

0 1 1 2

A B

   
     
   

       

 

BAC والمطموب: إيجاد  
 الحل:

































































1

7

11

)2)(1()1(1)1(0

)2(3)1(2)1(1

)2(4)1(1)1)(2(

31

21

11

313331

c

c

c

BACC 

 حيث:
3

11 1 1 11 11 12 21 13 31

1

( 2)(1) 1( 1) 4( 2) 11k k

k

c a b a b a b a b


            

وبشكل مشابو بالنسبة لـــ 
21c  ،31c. 

 

 عممية الضرب في المصفوفات غير تبديمية. (:15ملاحظة)
 مثال:

 

1

2 1 3 , 4

3

A B

 
  
 
  

 

 

 إن:
15)3(3)4(1)1(2 BA 

 لكن:



















936

1248

312

AB 

ABBAنلبحظ أن:  
 

 قوانين ىامة: 9-2

( ) (1A B C AB AC   ( ) (2A B C AC BC   

( ) ( ) (3A BC AB C ABC  (4AB BA)بشكل عام( 

[ ] (5ijkA ka (k ) ثابت ( ) (6k A B kA kB   

1 2 1 2( ) (7k k A k A k A    1 2 1 2( ) ( ) (8k k A k k A 

(9I A A I A    0 0 0 (10A A    
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 :(1)صحة لنثبت 

 :بفرض
, , ,[ ] , [ ] , [ ]ij n m ij m l ij m lA a B b C c    

 

lmijijlmفإن: cbCB ,, ][)(  


















  

 

m

k

m

k

klikklik

m

k

klklik cabacbaCBA
1 11

)()(   
 

1 1

m m

ik kl ik kl

k k

a b a c AB AC
 

   
      
   
  

 وبشكل مشابو يمكن إثبات بقية القوانين.
 

يجب أن تكون مصفوفة صفرية )جداء  Bأو  Aأن أي من المصفوفتين  يعني فيذا لا 0ABإذا كان  (:16ملاحظة)

 مصفوفتين يمكن أن يساوي المصفوفة الصفرية دون أن يكون أي منيما مصفوفة صفرية(.

 مثال:
2 2 2 1 2 1

1 1 1 , 3 1 4

3 3 3 4 1 3

A B

   
     
   

        

 

 الحل:
2 6 8 4 2 2 2 8 6 0 0 0

1 3 4 2 1 1 1 4 3 0 0 0 0

3 9 12 6 3 3 3 12 9 0 0 0

A B

         
             
   
            

 

                    
 يمكن التحقق من صحة عممية الضرب إذا أخذنا الترتيب التالي لمجموع الصفوف ومجموع الأعمدة. (:17ملاحظة)

 
 مثال:

)2,2(

)2,3(

)3,2(
2325

1413

33

21

12

524

232


































 BA 

 
 + B     
 
 

3 1 2     
3 2 1     
6 3 3     

 27 14 13 2 3 2 A 
 48 23 25 5 2 4 
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ل الضرب بواسطة جمع الصفوف:       التحقق من صحة حاص
48)5(6)2(3)4(3

27)2(6)3(3)2(3



 

B     
1 2     
2 1     
3 3     
14 13 2 3 2 

A 23 25 5 2 4 

37 38 7 5 6  
 

:         التحقق من صحة حاصل الضرب بواسطة جمع الأعمدة
37)3(7)2(5)1(6

38)3(7)1(5)2(6



 
 

إن العممية  قسمة المصفوفات: -3
B

A  1غير موجودة ولكن إذا كانتB  1موجودة فإن العمميةAB  أوAB 1  ىي

BAXالمعرفة في المصفوفات وعميو فإن كان المطموب حل المعادلة   في المتغيرx  1فإنو إذا كانتA  موجودة فإن

BAX  1. 

 

ة وذلك إلى مصفوفات يمكن تقسيم أو تجزئة المصفوفة إذا كانت مرتبتيا كبير  تجزئة المصفوفات لمعمميات المختمفة: -4

 خدام ىذه التجزئة في العمميات المختمفة عمى المصفوفات.ستويمكن ا ، جزئية

 أمثمة:
1-  










2221

1211

AA

AA
 ][ ijaA 

 وأيضاً:

 








2221

1211

BB

BB
 ][ ijbB 

 
 :تتم بالشكل مثلًب عممية الجمع

                                  11 11 12 12

21 21 22 22

A B A B

A B A B

  
   

 

 وعممية الضرب كالتالي:
 

11 11 12 21 11 12 12 22

21 11 22 21 21 12 22 22

A B A B A B A B
A B

A B A B A B A B
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 لنأخذ المصفوفة التالية: -2
 





















464544434241

363534333231

262524232221

161514131211

aaaaaa

aaaaaa

aaaaaa

aaaaaa

A 

 

 عمى المصفوفات الجزئية التالية:من خلبل التقسيم حصمنا 
 











232221

131211

AAA

AAA
A 

 
 حيث:

 11 12 13 14 15 16

11 12 13

21 22 23 24 25 26

, ,
a a a a a a

A A A
a a a a a a

     
       
     

 

 
 

31 32 33 34 35 36

21 22 23

41 42 43 44 45 46

, ,
a a a a a a

A A A
a a a a a a

     
       
     

 
 

BAلجداء حسب اا -3  :وذلك بتجزئة كل منيما حيث 

  
4 1

2 1 5 3
1 5

1 4 2 1 ,
2 2

3 1 2 2
3 6

A B

 
   
     
   

    
 

 

 الحل:








































































21222121

21121111

21

11

2221

1211

63

22

51

14

2213

1241

3512

BABA

BABA

B

B

AA

AA 

 















































191

358

63

22

12

35

51

14

41

12
21121111 BABA 

 

 

     1413
63

22
22

51

14
1321222121 

















 BABA 
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1413

191

358

BA 

 

BAحسب الجداء ا -4  لك بتجزئة كل منيما حيث:وذ 
 

2 1 0 1 1 1 0

3 2 0 , 2 1 1 0

1 0 1 2 3 1 2

A B

   
    
   
      

 

 الحل:

  

11 12

21 22

2 1 0

3 2 0

1 0 1

A A
A

A A

 
       
 

  

11   و   12

21 22

1 1 1 0

2 1 1 0

2 3 1 2

B B
B

B B

 
       
 

  

 

 
11 12 11 12 11 11 12 21 11 12 12 22

21 22 21 22 21 11 22 21 21 12 22 22

A A B B A B A B A B A B
A B

A A B B A B A B A B A B

      
               

 

 

   

         

2 1 1 1 1 0 2 1 0 0
2 3 1 2

3 2 2 1 1 0 3 2 0 0

1 1 1 0
1 0 1 2 3 1 1 0 1 2

2 1 1 0

            
             

             
    
     
     

 

 

           

4 3 3 0 0 0 0 0 4 3 3 0 4 3 3 0

7 5 5 0 0 0 0 0 7 5 5 0 7 5 5 0

3 4 2 21 1 1 2 3 1 0 2 3 4 2 2

                
                                   

           

 

 

 تعريف المحدد من المرتبة الثانية: 10-2
 

 ينا المصفوفة من المرتبة الثانية:بفرض لد

              11 12

21 22

(22 2)
a a

A
a a

 
  
 

 

 
 عمى أنو القيمة العددية التالية:  22يعرف محدد ىذه المصفوفة من المرتبة 

  

              11 12

11 22 12 21

21 22

(23 2)
a a

A a a a a
a a
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عنصرا قطرىا الرئيسي مطروحاً منو حاصل جداء عنصري   أي أن محدد مصفوفة من المرتبة الثانية يساوي حاصل جداء
 قطرىا الثانوي.

 

 فك المحدد عن طريق العوامل: 11-2
 ija، نسمي صغير العنصر  nمصفوفة مربعة من المرتبة Aبفرض المتمم الجبري )عامل عنصر(:  11-2-1

jiاً بالإشارةمضروب  ويكون :  ijAونرمز لو بالرمز  ijaبالمتمم الجبري لمعنصر  )1(

              ( 1) (24 2)i j

ij ijA     
 مثال:

 بفرض لدينا المصفوفة: 















 



313

202

141

A 

 

0ىو   4إن صغير العنصر 
33

22
12   22وعدد ىذه الصغائر تسعة ذات المرتبة 

 

والمتمم الجبري )عامل العنصر( ىو 
33

22
)1( 12

21

12  A. 
 

ين المصفوفتين تختمفان فقط في عناصر وأن ىات nمصفوفتان مربعتان من المرتبة  Bو  Aبفرض أن (: 18ملاحظة)
وفيما عدا ذلك فيما متماثمتان عندئذٍ : تكون المتممات الجبرية لعناصر ىذا الصف واحدة في ىاتين  iالصف الذي رقمو 

 المصفوفتين.
 المحدد من المرتبة الثالثة: 12-2

 

 بفرض لدينا المصفوفة المربعة من الشكل:

              
11 12 13

21 22 23

31 32 33

(25 2)

a a a

A a a a

a a a

 
  
 
  

 

 

 إن محدد المصفوفة يكتب بالشكل التالي:
 

              
11 12 13

22 23 21 23 21 22

21 22 23 11 12 13

32 33 31 33 31 32

31 32 33

(26 2)

a a a
a a a a a a

A a a a a a a
a a a a a a

a a a

     

 

312213322113332112312312322311332211 aaaaaaaaaaaaaaaaaa  



 أ. دياب شغري                                                                                       الرياضيات العالية

 42 

 
 وتسمى طريقة لابلبس أي نشر المحدد من المرتبة الثالثة بدلالة ثلبثة محددات من المرتبة الثانية. 

 محدد من المرتبة الثالثة بالشكل التالي:أو حسب طريقة ساروس لحساب قيمة 
 

نضيف العمودين الأول والثاني من المصفوفة إلى يمين المحدد ثم نقوم بجمع جداءات عناصر أقطارىا الرئيسية مطروحاً 
 منو مجموع جداءات عناصر أقطارىا الثانوية. 

 
 

              (27 2) 

 
)( 312213322311332112322113312312332211 aaaaaaaaaaaaaaaaaaA  

 

 . 3كما نلبحظ فإن ىذه الطريقة تطبق عمى المحددات من المرتبة 
 

 .n تعريف محدد أي مصفوفة من أي مرتبة 13-2
][ محدد المصفوفة المربعة ijaA   من المرتبةnn ب عمود نختاره وذلك بضر أي  يتم حسابو وفق أي صف أو

 )عاممو( ثم جمع حواصل الضرب. كل عنصر من عناصر ىذا الصف )أو العمود( في متممو الجبري

 i من الصف -1
ik

n

k

ikininiiii AaAaAaAaA 



1

2211 ... 

 j من العمود -2
kj

n

k

kjnjnjjjjj AaAaAaAaA 



1

2211 ... 
 مثال:

 لتكن لدينا المصفوفة:















 



213

402

131

A 

 

 لنحسب قيمة محدد ىذه المصفوفة وذلك بحسب عناصر الصف الأول:
 

18)2)(1()8(3)4(1)1(3)1( 131211  AAAA 
 

 عند فك المحدد تؤخذ قاعدة الإشارات في الاعتبار عتد أخذ قيمة العنصر وىي (: 19ملاحظة)

jiالقاعدة التي تحل محل   الموجودة في تعريف المتمم الجبري )العامل(. )1(
 

 ال:مث

3231333231

2221232221

1211131211

aaaaa

aaaaa

aaaaa

A 
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2 0 1
0 1 2 1 2 0

3 2 1 ( 3) (2) (1)
2 1 1 2 1 2

1 2 1

    
 



 

  

           6 6 4 16    
 

 يمكن اختيار الصف )أو العمود( الذي يحوي أكبر عدد من الأصفار وذلك لسيولة الحساب
 

 خواص المحددات: 14-2
ن عناصر أحد صفوف ) أو أعمدة ( المصفوفة أصفاراً ، فإن قيمة وكا nمصفوفة مربعة من المرتبة  Aإذا كانت  -1

 محددىا تكون صفراً .

 
 مثال:

0

000

543

321



















 AA 

 

بتبديل وضعي صفين  Aمصفوفة مربعة ناتجة عن المصفوفة  Bو  nمصفوفة مربعة من المرتبة  Aإذا كانت  -2

 )أو عمودين( مع المحافظة عمى باقي الصفوف )الأعمدة( فإن: 

              (28 2)    BA detdet    أوBA  . 
 

 مثال:

17

312

141

120

,17

321

114

102





































 BBAA 

 

صفين )عمودين( متساويين أو متناسبين فإن محدد ىذه المصفوفة  nمن المرتبة Aإذا حوت المصفوفة المربعة  -3

 يساوي الصفر.

 مثال:

0

752

431

431





















 AA 

فأن محدد  بت بعدد ثا nإذا ضربنا جميع عناصر أحد الصفوف )أحد الأعمدة( في مصفوفة مربعة من المرتبة  -4

 .مضروباً بالعدد الثابت  Aالمصفوفة الناتجة يساوي إلى محدد المصفوفة الأصمية 
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 الإثبات:
11 12 11 12

21 22 21 22

a a a a
A A

a a a a

    
   
 

 

 
              11 22 12 21 11 22 12 21( )( ) ( )( ) ( ) (29 2)a a a a a a a a A         

 

][)2,2( حيث: ijaA    ويمكن البرىان عمى ذلك من أجل أي مرتبة.n. 
 

 مثال:

232

128

106

70

231

124

103

2

231

124

206

35

















 

فإن مجموع جداءات عناصر أحد الصفوف )الأعمدة( بالمتممات الجبرية  nمصفوفة مربعة من المرتبة  Aإذا كانت  -5

 ر )عمود آخر( يساوي الصفر.لعناصر صف آخ

 

 مثال:

5

411

201

112



















 AA 

 

 إذا أخذنا جداءات عناصر الصف الأول  بالمتممات الجبرية لعناصر الصف الثاني نجد:
 

0)1(1)7(1)3)(1(2  
 إن : -6
 

              (30 2)nA A    
 

 .Aمرتبة المصفوفة  nحيث 
 

 مثال:

280

231

124

103

)2(

262

248

206

35

3 













 

إذا أضفنا إلى عناصر أحد صفوفيا العناصر المقابمة ليا من  nمن المرتبة   Aلا تتغير قيمة محدد مصفوفة مربعة  -7

 صف آخر بعد ضربو بعدد ثابت.
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 مثال:

0

432

432

101

4)1)(2(3)0)(2(2)1)(2(

432

101

634

432

101





 

 

يمكن حساب محدد من خلبل طريقة تحويل جميع عناصر أحد الصفوف )أو الأعمدة( إلى أصفار ما عدا  (:20ملاحظة)

 (.7عنصراً واحداً منيا)وذلك باستخدام الخاصة 

 

 يساوي محدد ىذه المصفوفة. صفوفةمنقول م فإن محدد nمصفوفة مربعة من المرتبة  Aإذا كانت  -8
 

              (31 2)TA A  أوAAT detdet  
 
 

 مثال:
1 4 5 1 2 3

2 0 6 4 0 1

3 1 0 5 6 0

TA A

   
     
   
      

 

 إن:

76 , 76TA A A   
 

 فإن: nمصفوفتين مربعتين من المرتبة  ,BAمحدد جداءات المصفوفات: لتكن  -9
                
              (32 2)A B A B    

  

 وتعمم ىذه الخاصة عمى عدد منتوٍ من المصفوفات:
 

              1 2 1 2,., (33 2)k kA A A A A A      
 

عبارة عن مجموع حدين أي:    nربعة من المرتبة م Aفي مصفوفة  kإذا كانت جميع عناصر الصف الذي رقمو  -10

njaaa kjkjkj ,...,2,1;   1فإن محدد ىذه المصفوفة يكتب عمى شكل مجموع  محددي مصفوفتين مربعتينA  و

2A  حيث عناصر الصف الذي رقموk 1 فيA  ىي الحدودkja  من العلبقة السابقة  و عناصر الصف الذي رقموk 

kjaىي الحدود الثانية من العلبقة السابقة   2Aفي    والصفوف الأخرى ىي نفسيا في المصفوفةA :أي 

              1 2det det det (34 2)A A A    21أو AAA  
 مثال:
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8
36

21

10

21

3160

21

46

21

21









AA

A 

][إذا كانت  -11 ijaA   مصفوفة فإنA
dt

d  ىو عبارة عن المجموع لــــn يستبدل فييا كل صف  من المحددات التي

 عمى التوالي بتفاضل ىذا الصف.

 مثال:

xx
xxx

xe
x

xex

x
e

xx

xexe

xx

dx

d
2

1
2ln1

2

ln

21

ln

2
 

 

إذا كانت كل عناصر المحدد الواقعة عمى أحد جانبي قطره الرئيسي تساوي الصفر،  فإن ىذا المحدد  (:21ملاحظة)

 يساوي حاصل ضرب العناصر الواقعة عمى القطر الرئيسي.

يساوي جداء عناصر قطرىا الرئيسي)وىي حالة خاصة من  nوفة قطرية من المرتبة أو يمكن القول بأن محدد مصف
 المصفوفة المثمثية( .

 

 مصفوفة مثمثية عمى الشكل: Aلتكن الإثبات: 
 



























nn

n

n

n

a

aa

aaa

aaaa

A

...000

...

...00

...0

...

333

22322

1131211

 

)1)(1(

222

11211

333

22322

1131211

...00

...

...0

...

...000

...

...00

...0

...










nn

n

n

nn

nn

n

n

n

a

aa

aaa

a

a

aa

aaa

aaaa

A 

 وذلك بالفك من الصف الأخير.
 ضاً بالفك من الصف الأخير نجد:أي
 

)2)(2(

222

11211

)1)(1(

...00

...

...0

...



 


nn

n

n

nnnn

a

aa

aaa

aaA 

 
 وبتوالي الفك من الصف الأخير نحصل عمى:
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1

(35 2)
n

ii

i

A a


  
 

 بالنسبة لممصفوفة المثمثية السفمى فإن العممية تتم مع توالي الفك من الصف الأول دائماً.بنفس الطريقة (: 22ملاحظة)
 

 اندرموند:محدد ف 15-2
 

 ىو محدد من الشكل: 

              
1 2 3

2 2 2 2

1 2 3

1 1 1 1

1 2 3

1 1 1 ... 1

...

(36 2)...

. . . . .

...

n

n n

n n n n

n

a a a a

d a a a a

a a a a   

  

 
 فإن : nيمكن إثبات أنو 
              

1

( ) (37 2)n i j

j i n

d a a
  

  . 
 

 فإن: 2nيمكن البرىان بطريقة الاستنتاج الرياضي ، عندما  الإثبات:
 

              2 2 1

1 2

1 1
(38 2)d a a

a a
    

)1(وىو محقق. لنفرض أن محدد فاندرموند محقق من أجل   n  ولنبرىن من أجلn من أجل ذلك نقوم بإجراء .

 تحويلبت عمى محدد فاندرموند:

)1(نطرح الصف رقم  n  1بعد ضربو بــa  من الصف الأخير رقمn  ثم نطرح من الصف رقم ،( 1)n   الصف رقم

( 2)n   1مضروباً بــa 1، وىكذا وبشكل مشابو ، وأخيراً طرح الصف الأول من الصف الثاني مضروباً بــa  بالتالي و

 نحصل عمى المحدد:

            
2 1 3 1 1

2 2 2

2 1 2 3 1 3 1

1 2 1 2 1 2

2 1 2 3 1 3 1

1 1 1 ... 1

0 ...

(39 2)0 ...

. . . . .

0 ...

n

n n n

n n n n n n

n n

a a a a a a

d a a a a a a a a a

a a a a a a a a a     

  

   

  

 

  
)1(وبفك المحدد الأخير بواسطة العمود الأول نحصل عمى محدد من المرتبة   n  مع إخراج العوامل المشتركة من جميع

 الأعمدة: 
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1 2 3

2 2 2 2

2 1 3 1 1 1 2 3

2 2 2 2

1 2 3

1 1 1 ... 1

...

( )( )..( ). (40 2)...

. . . . .

...

n

n n n

n n n n

n

a a a a

d a a a a a a a a a a

a a a a   

     

)1(بة إن المحدد الاخير من المرت n :وبالتالي من الفرض فإن ىذا المحدد يساوي 
 

              
2

( ) (41 2)i j

j i n

a a
  

  

 ومنو :
  2 1 3 1 1

2 1

( )( )..( ) ( ) ( ) (42 2)n n i j i j

j i n j i n

d a a a a a a a a a a
     

         

 فإن المحدد : بشكل مشابو(: 23ملاحظة)
 

              

1 1 1 1

1 2 3

2 2 2 2

1 2 3

1 2 3

...

. . . . .

(43 2)...

...

1 1 1 ... 1

n n n n

n

n

n

a a a a

d a a a a

a a a a

   

   

 يساوي إلى:
 
              

1

( ) (44 2)i j

i j n

d a a
  

    

بفرض أن عناصر المصفوفة المربعة مشتق محدد:  16-2
ijA a    دوال في المتغيرx  قابمة للبشتقاق  أو التفاضل

dفيكون المشتق 
A

dx
بأن نستعيض عمى  Aمحدد تنتج من المحدد  nيساوي مجموع  xبالنسبة لممتغير Aلممحدد  

 .   xالتوالي عن عناصر صف )عمود( منو بمشتقات ىذه العناصر بالنسبة لممتغير
 مثال:

 أوجد مشتق المحدد:

2

3

1 3

1 2 1

0 2

x x

A x x

x



 



 

 الحل:

2 2 2

3 3 2 3

1 3 2 1 0 1 3 1 3

1 2 1 1 2 1 0 2 3 1 2 1

0 2 0 2 0 2 0 1 0

x x x x x x x
d

x x x x x x x
dx

x x x
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 :مربعة طرق إيجاد مقموب مصفوفة 17-2

أنيا قابمة لمقمب )أي ليا  nمن المرتبة  A نقول عن المصفوفة المربعة تعريف المصفوفة القابمة لمقمب: 1-17-2

  تحقق الخاصة: Bمثلمقموب( إذا وجدت مصفوفة 

              (45 2)nA B B A I     
1Aونرمز ليل بالرمز  Aمقموب المصفوفة  Bنسمي المصفوفة    . 

  
ونرمز ليا  Aلممصفوفة "المرافقة"  الممحقةالمصفوفة نوجد  :(المرافقة) المقموب عن طريق المصفوفة الممحقة2-17-2 

 وىي عبارة عن: Aوىي عبارة عن منقول المصفوفة التي عناصرىا العوامل المرافقة لعناصر المصفوفة  adjAبالرمز
 

              [ ] [ ] (46 2)T

ij jiadjA D D    

والذي ىو Adet، ثم نحسب ijaلعامل المرافق لمعنصر ا ijDحيث 
1

det
n

ij ij

j

A a D


 

 .0Aأي  )غير شاذة(  نظاميةمصفوفة Aبشرط 
 وأخيراً يكون:

 

1 1
(47 2)A adjA

A

   

 
 

 مثال:
 :حيث adjAحسب ا























161

110

125

A 

 الحل:
ijنحسب أولًا العوامل المرافقة 

ji

ij AD det)1(   ثمT

ijD ][ 
 

1 1 0 1 0 1

6 1 1 1 1 6
7 4 3

2 1 5 1 5 2
1 6 5

6 1 1 1 1 6
1 32 5

2 1 5 1 5 2

1 1 0 1 0 1

T

adjA
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][إذا كانت  مبرىنة: 3-17-2 ijaA :مصفوفة مربعة فإن 

              det (48 2)nA adjA adjA A A I      
 

det)(1من المبرىنة السابقة نضرب طرفي العلبقة بـــ  (:24ملاحظة) A نجد:ف 
 

                 
1 1

[ det ] [ det ] (49 2)nA A adjA A adjA A I
 

     
 

ومنو نستنتج أن  
1

det A adjA
  ىو نظير المصفوفةA . بالنسبة لمضرب 

 :نإذ
                

11 det (50 2)A A adjA
  . 

  مثال:
 :لممصفوفة 1Aأوجد 























161

110

125

A 

 الحل:
 لأن: )غير شاذة( نظامية Aالمصفوفة 

038

161

110

125

detdet 





















A 

 

adjAولممصفوفة مقموب ويساوي 

A
 ( وبالتالي:adjAل السابق أوجدنا )في المثا 

 

1

7 4 3
1

1 6 5
38

1 32 5

adjA
A

A



  
     
 
   

 

 
0detإذا كان  (:25ملاحظة) A ( وليس ليا مقموب. فريدة فالمصفوفة تسمى شاذة ) 

 

][المصفوفة في ىذه الطريقة تمد  :رتكازبطريقة الاالمقموب  4-17-2 ijaA  الواحدية صفوفة بالمI عمى الشكل

 IA  ثم يتم الحصول عمى المصفوفة المكافئة لممصفوفة IA  عمى الشكل BI   فتكون المصفوفةB  ىي

  .Aمقموب المصفوفة 

 مثال:
 :أوجد مقموب المصفوفة
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010

230

045

A 

 الحل:

 


















100|010

010|230

001|045

IA 

 

نأخذ الصف الأول من المصفوفة  -1 IA العنصر الأول من ىذا الصف كعنصر ارتكاز ثم نقسم رتكاز و كصف ا
 رتكاز نجد:صف الارتكاز عمى عنصر الا

 

 

4 1
1 0 | 0 0

5 4 0 | 1 0 0 5 5

0 3 2 | 0 1 0 ~ 0 3 2 | 0 1 0

0 1 0 | 0 0 1 0 1 0 | 0 0 1

A I

 
  
     
   
 
 

 

ارتكاز والعنصر الثاني منو كعنصر ارتكاز ثم نقسم صف الارتكاز  نأخذ الصف الثاني من المصفوفة الناتجة كصف -2
 رتكاز نجد:عمى عنصر الا

 

 









































100|010

0
3

1
0|

3

2
10

00
5

1
|0

5

4
1

~

100|010

010|230

00
5

1
|0

5

4
1

~IA 

 

(لثاني بـــ رتكاز انضرب صف الا كالثالث، كذلإلى الصف ونضيفو  )1(رتكاز الثاني بـــ نضرب صف الا -3
5

4
( 

 نجد:فونضيفو لمصف الأول 
 

 

















































1
3

1
0|

3

2
00

0
3

1
0|

3

2
10

0
15

4

5

1
|

15

8
01

~

100|010

0
3

1
0|

3

2
10

00
5

1
|0

5

4
1

~IA 

 
 رتكاز نجد:ارتكاز والعنصر الثالث منو كعنصر ارتكاز وقسمة الصف عمى عنصر الا بأخذ الصف الثالث كصف -4
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2

3

2

1
0|100

0
3

1
0|

3

2
10

0
15

4

5

1
|

15

8
01

~

1
3

1
0|

3

2
00

0
3

1
0|

3

2
10

0
15

4

5

1
|

15

8
01

~IA 

 

(رتكاز الثالث بـــ نضرب صف الا -5
15

8
(رتكاز الثالث بـــ لى الصف الأول وأيضاً نضرب صف الاونضيفو إ )

3

2
( 

 ونضيفو لمصف الثاني نجد:
 

   1

2

3

2

1
0|100

100|010
5

4
0

5

1
|001

~

2

3

2

1
0|100

0
3

1
0|

3

2
10

0
15

4

5

1
|

15

8
01

~ 

















































AIIA 
 

 ومنو يكون:

























2

3

2

1
0

100
5

4
0

5

1

1A 

 :" ىاممتون-"كيمي مبرىنة  5-17-2
nijaAكل مصفوفة مربعة نظامية مثل  ][ :0تحقق معادلتيا المميزة IA  . 

 بالشكل التالي: ن المعادلة المميزة ممثمة بكثيرة حدود بالنسبة لـــ إحيث 
 

          1

1 1 0( ) ... (51 2)n n

n nf A I a a a a    

        
 

 تحقق معادلتيا المميزة الممثمة بكثير حدود مصفوفة:
 

              1

1 1 0( ) ... (52 2)n n

n nf A a A a A a A a I

      
 

 :""كيمي ىاممتون مبرىنةستخدام إيجاد مقموب مصفوفة با 6-17-2
 

 والتي معادلتيا المميزة : nمصفوفة مربعة من المرتبة  Aبفرض 
 

              ( ) 0 (53 2)f A I     
   

 تحقق معادلتيا المميزة: Aوحسب مبرىنة كيمي ىاممتون فإن المصفوفة 
 

              1

1 1 0( ) ... 0 (54 2)n n

n nf A a A a A a A a I
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 نجد: 1A بـــ )31( نضرب طرفي المعادلة
 

              1 2 1

1 1 0... 0 (55 2)n n

n na A a A a I a A  

      
 وبالتالي:
               1 1 2

1 1

0

1
... (56 2)n n

n nA a A a A a I
a

  

      

 عمماً أن أكبر قوة لــــ  Aبدلالة قوى المصفوفة  1Aىذه العلبقة يمكن إيجاد المقموب من خلبل 
 

A  1(ىي( n  ويتم حساب الأمثالnaaa ,...,,  من المعادلة المميزة. 10
 

 مثال:
 المصفوفة: لتكن لدينا

























655

565

554

A 

 والمطموب:
06138تحقق المعادلة : Aأثبت أن  -1 23  IAAA. 
 

 1Aأوجد  -2
 الحل:

 نوجد المعادلة المميزة: -1

061380

655

565

554

0 23 







 







IA 

 

 وحسب مبرىنة كيمي ىاممتون يكون لدينا:
 

0.6138 23  IAAA 
 

0.6138نضرب طرفي المعادلة  1Aلإيجاد  -2 23  IAAA  بـــ)( 1A :نجد 
0.6.138 12  AIAA 

 

 :ومنو

 1 21
8 13

6
A A A I    
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1

4 5 5 4 5 5 4 5 5 1 0 0
1

5 6 5 5 6 5 8 5 6 5 13 0 1 0
6

5 5 6 5 5 6 5 5 6 0 0 1

A 

          
                     
                  

 

 







































































363535

353635

353534

655

565

554

.

655

565

554
2A 

 

 وبالتالي:

1

11 5 5
1

5 1 5
6

5 5 1

A 

  
  
 

  

 

1 إذا كانتعريف المصفوفة العمودية )المتعامدة(:  7-17-2 AAT  أي منقوليا يساوي مقموبيا 
 

 وبالتالي:
             (57 2)T T

nA A A A I    . 
 

 منقول مصفوفة عمودية ىو أيضاً مصفوفة عمودية.(: 26ملاحظة)
 

 المصفوفة المعرفة بالشكل: مثال:























 



100

0
2

1

2

3

0
2

3

2

1

A
 

 ىي مصفوفة عمودية )متعامدة(.
 (:27ملاحظة)

][إذا كانت  (1 ijaA :مصفوفة قطرية فإن 









iia
A

iaiiقطرية أيضاً بشرط 11  ;0. 

][إذا كانت  (2 ijaA سفمى( فإن: مصفوفة مثمثية عميا( 1A .)أيضاً تكون أيضاً مثمثية عميا )سفمى 
 

][إذا كانت  (3 ijaA  1مصفوفة متناظرة  فإنA .تكون أيضاً متناظرة 
 

 : (3) لنثبت صحة
 

][إذا كانت  ijaA  مصفوفة متناظرة  فإنيا تحققTAA   مقموب الطرفين نجد:وبأخذ 
 

TT AAA )()( 111    1وىذا يعني أنA .مصفوفة متناظرة 
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 خواص المقموب: 18-2 

المقموب إن وجد فيو وحيد ويحقق العلبقة: (1
nIAAAA    )تم إثبات ذلك(11

 
2) 111)(   ABBAميتين يساوي جداء مقموبي ىاتين المصفوفتين بترتيب )مقموب جداء مصفوفتين مربعتين نظا

معاكس(.ويمكن تعميم ىذه الخاصة عمى مقموب جداء عدة مصفوفات مربعة نظامية من المرتبة نفسيا يساوي جداء 

 مقموباتيا بترتيب معاكس.

 ( نجد:2ستفادة من الخاصة )مع الا (1إذا أخذنا منقول الطرفين في الخاصة ) (3
 

             1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) (58 2)T T T T T T

nA A A A I A A          
 

 يساوي منقول مقموبيا. Aن مقموب منقول المصفوفة المربعة النظامية أي إ
 
 ( نجد أن:1من الخاصة ) (4
 

               
11 1det det 1 det det (59 2)A A A A
      

 

 محدود مقموب المصفوفة يساوي مقموب محدد المصفوفة الأصمية.
 د:( نج1من الخاصة ) (5

              1 1( ) (60 2)A A     
2)أي من الشكل  مقموب مصفوفة من المرتبة الثانية لإيجاد (:28ملاحظة) 2)  أي محددىا لا يساوي الصفر(  نظاميةو(

وجودين عمى القطر الثانوي العنصرين الموجودين عمى القطر الرئيسي فيما بينيما ، ونبدل إشارة العنصرين الم فإننا نبدل ،

][ونضرب المصفوفة الناتجة بمقموب محدد المصفوفة  ijaA  0،حيثA . 

nm) حل جممة معادلات خطية فييا 19-2  ):باستخدام مقموب مصفوفة 
 

 لتكن لدينا جممة المعادلات الخطية:
 

              
11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

...

...
(61 2)

..............................................

...

n n

n n

n n nn n n

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

    


    



    

 

 تكتب ىذه الجممة بالشكل التالي : 
 

              (62 2)A X B   
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 أو:

              
11 12 1 1 1

21 22 2 2 2

1 2

....

....
(63 2)

.... .... .... .... .... ....

....

n

n

n n nn n n

a a a x b

a a a x b

a a a x b

     
     
       
     
     
     

 

 نجد: )أي ليا مقموب( نظامية Aفإذا كانت المصفوفة 
 

              1 (64 2)X A B   
 

 مثال:
 مة المعادلات الآتية:حل جم

22

42

1

321

321

321







xxx

xxx

xxx

 

 الحل:
 لدينا:

 مصفوفة المعاملبت:
























121

112

111

A 

مصفوفة المتحولات: 


















3

2

1

x

x

x

X 

مصفوفة الثوابت: 


















2

4

1

B 

 

  3Aىو  Aإن محدد المصفوفة 
 ن لدينا :ويكو 
 






























































 

5

3

1

2

4

1

315

303

011

3

11 BAX 

 أي أن:
5,3,1 321  xxx 

 ىو حل لمجممة المعطاة.
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63)لإيجاد حل الجممة  (:29ملاحظة) 2)  1يجب حسابA ومن ثم إجراء الجداءBA 1. 

nm) فييا حل جممة معادلات خطية 20-2  ):باستخدام قاعدة كرامر 
 

63)ادلات الخطية لتكن لدينا جممة المع 2):والتي حميا كما رأينا سابقاً ىو BAX  1 
 



























































nnnnnn

n

n

b

b

b

x

x

x

aaa

aaa

aaa

........

....

................

....

....

2

1

2

1

21

22221

11211

 

 





























































nnnnn

n

n

n b

b

b

DDD

DDD

DDD

A

x

x

x

....

....

................

....

....

)(det
....

2

1

21

22212

12111

12

1

 

 بإجراء الضرب نجد:
 

               1

1 1 2 2(det ) ... (65 2)i i i n nix A b D b D b D      
 

إن المقدار  1 1 2 2 ...i i n nib D b D b D    المصفوفة محددىو المنشور لممحدد الناتج عن A  عموده استبدالبعد  
i  بالعمودB ولنرمز لو بـــ iAdet :وبذلك يكون لدينا 
 

              1(det ) det ; 1,2,.., (66 2)i ix A A i n    
 مثال:

  )الواردة في المثال السابق(.كرامر في حل جممة المعادلات ستخدم قاعدة ا
 الحل:

             1
3

3

det

det
3

122

114

111

det 1
11 













A

A
xA 

 

3
3

9

det

det
9

121

142

111

det 2
22 







A

A
xA 

 

            5
3

15

det

det
15

221

412

111

det 3
33 









A

A
xA 
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 قوى مصفوفة: 21-2
 

 تعاريف: 21-2-1
 مصفوفة مربعة  فإن: A إذا كانت (1
 

              ); (67 2)n N  n  مرة... (nA A A A A   
10المصفوفة  . ) nمرفوعة للؤس  Aىي مصفوفة   A  فة الواحدية(.ىي المصفو 

AAإذا كان  :خاممة أو متساوية القوى Aالمصفوفة المربعة تسمى  (2 2  وتكون معدومة القوى إذا كان

)0(;0  nAn  وتسمىn فرية.ىي المصفوفة الص 0نعدام و مرتبة الا 

)0(إذا وجد عدد طبيعي  :تسمى دورية nمن المرتبة  Aالمصفوفة المربعة  (3 a  بحيث ،
n

a IA   ن أصغر وا 

 .Aعدد طبيعي موجب يحقق ىذا الشرط يسمى دور المصفوفة 

 

سالبين فإن الخواص عددين صحيحين غير  ,ومصفوفة مربعة  Aإذا كانت  :قوى مصفوفة خواص 21-2-2
 التالية صحيحة:

 

1 )  AAA 
 

2 )  AA )( 
 

1121 :كما يمي :تعريف القوى الصحيحة السالبة لمصفوفة مربعة 21-2-3 .)(   AAA 
 

)1(1

213

.

.









nn AAA

AAA
 

 

 وبالتالي نستنتج:
 

)(. nmnm AAA   
mnnm AA  )( 

 
 أمثمة:

 

1- 











00

11
A 

 خاممة لأن: 
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AAAA 









00

11
2 

2- 



















000

100

010

A 

 :نعداميا الثالثة وذلك لأنمعدومة ومرتبة ا
 























































000

000

000

000

100

010

000

000

100
23 AAA 

3- 





















111

100

010

A 

 لأن: 4aدورية ودورىا 
 

2 3 2 4 3

3

0 0 1 1 1 1 1 0 0

1 1 1 , 1 0 0 , 0 1 0

1 0 0 0 1 0 0 0 1

A A A A A A A A A I

       
                 
     
          

 

 
 حدود مصفوفة: ةكثير  22-2
 :nمن الدرجة رة حدود كثي xf)(ولتكن  nمصفوفة مربعة من المرتبة  Aبفرض 

 

nمعاملبت (

n

n aaaxaxaxaaxf ,...,,(;...)( 10

2

210  
 

 إن التركيب :
              2

0 1 2( ) ... (68 2)n

nf A a I a A a A a A       
 

  A مصفوفة واحدية من مرتبة المصفوفة Iو Af)(ويرمز لو بالرمز Aحدود بـــ  ةيسمى كثير 
 

ذا كان نفسيا ،  nمن المرتبة   Af)(و  )(0وا  Af   نقول عنA  إنيا جذر)(xf. 
 

 مثال:
 ود:الحد ةكن كثير لت

32)( 2  xxxf 
 :والمصفوفة
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31

12
A 

 .Af)( والمطموب: إيجاد
 الحل:

2

2 32)( IAAAf  
 


































85

53

31

12

31

12
2 AAA 

 












































117

74

10

01
3

31

12
2

85

53
)(Af 

 
 
 

 :مربعة أثر مصفوفة 23-2
nijaA. إن مجموع  عناصر القطر الرئيسي في n لدرجةامصفوفة مربعة من  Aبفرض  ][ 

 

 أي أن: Atr)(ونرمز لو بالرمز  Aيسمى أثر المصفوفة 

  

              
1

( ) (69 2)
n

ii

i

tr A a


  

 مثال:
 :إذا كان











35

13
A 

  .Atr)(أوجد 
 

 الحل:

633)( 2211

1




aaaAtr
n

i

ii
 

 
 

 :الأوليةالتكافؤ والتحويلات  24-2
)تحويلبت( أولية  يتم بإجراء عدة عمميات Kعمى حقل A إن الحصول عمى مصفوفة مكافئة لمصفوفةكما ذكرنا سابقاً 

 )الأعمدة البسيطة( ويمكن تمخيصيا كما يمي: ةالبسيط وفتسمى عمميات الصف Aالمصفوفة عمى  متتابعة

Kضرب أحد الصفوف )الأعمدة( بعدد  -1 0  

Kضربو بعدد بعد )عمود( آخر  جمع أحد الصفوف )الأعمدة( إلى صف -2 0 
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 ين صفين )عمودين( في المصفوفةالمبادلة ب -3

  ىذه العمميات تمعب دوراً ىاماً في حل المعادلات الخطية وبعض التطبيقات الأخرى مثل درجة ومقموب مصفوفة.
 

A~يا بالرمز ونرمز ل إنيما متكافئتان Bو Aنقول عن مصفوفتين :المتكافئةالمصفوفات  تعريف 24-2-1 B ، إذا

)إما عمى الصفوف أو عمى  عمى إحداىما من الأخرى بإجراء عدة عمميات )تحويلبت( أولية متتابعة أمكن الحصول

  .الأعمدة(

 

 

 

 

 أمثمة:
 :لتكن لدينا المصفوفة -1

1 2 1 4

2 4 3 5

1 2 6 7

A

 
 
 
    

 

 

 نجد: وفإذا أجرينا التحويلبت عمى الصف
 

31

21 2 32

(1)

( 2) (1 5) ( 5)

1 2 1 4 1 2 1 4 1 2 1 4

2 4 3 5 ~ 0 0 5 3 ~ 0 0 1 3 5 ~

1 2 6 7 0 0 5 3 0 0 5 3

R

R R R
A

 

       
       
     
              

 

1 2 0 17 5

0 0 1 3 5

0 0 0 0

B

 
  
 
  

 

 

 المصفوفة الواردة في المثال السابق إذا أجرينا عمييا التحويلبت المتتالية:   -2
 

21 31 32( 2) (1) ( 1)

1 2 1 4 1 2 1 4 1 2 1 4

2 4 3 5 ~ 0 0 5 3 ~ 0 0 5 3 ~

1 2 6 7 1 2 6 7 0 0 5 3
R R R

A
 

       
       
     
                

 

1 2 1 4

0 0 5 3

0 0 0 0

B
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 المصفوفة: )درجة( رتبة 25-2
في المصفوفة وبالتالي إذا كانت  خطياً  لمتجيات المستقمةبأنيا عدد االمصفوفة  )درجة( رتبةنعرف  تعريف: 25-2-1

][),(المصفوفة nmijaA  وكانت)(A فإن:ىذه المصفوفة  رتبة 

              ( ) (70 2)A m n    أو mnA )( 
 

)( وىذا يؤدي إلى وجود ( في الصفوف أو الأعمدة ) طياً خ من المتجيات المستقمة أي يوجد n أو )( m 
 المرتبطة خطياً. من المتجيات

 

 ىامة: نتائج 25-2-2

][),(إذا كانت:  (1 nmijaA   فإن),()( nmA  . 

][),(إذا كانت:  (2 nnijaA  فإن    نظاميةو  مربعةnA )(. 

3) )()( TAA   (TA منقول المصفوفةA.) 

4) nIn )( (nIواحدية من المرتبةالمصفوفة ال n). 
][),(إذا كانت:  (5 nnijaA  مصفوفة قطرية وكانت iaii  ) فإن 0; )A n . 

][),(إذا كانت:  (6 nnijuU   وكانت مثمثية عميامصفوفة iuii  nU فإن 0; )(. 

][),(إذا كانت:  (7 nnijlL   وكانت سفمى مثمثيةمصفوفة ilii  nL فإن 0; )(. 
 

 خواص ىامة: 25-2-3

1) )()()( BABA  . 
 

2)  )(),(min)( BAAB  . 
 

3) )0();()( KAA  . 
 

4) )()()( BABA  . 
 

)()( فإن   ( ذةشا غير ) نظاميةمصفوفة Aإذا كانت (5 BAB    .  
 

6) )()( AAAT  . 
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][),(إذا كانت (7 nmijaA  و),(][ pnijbB  0 وكانAB :فإن nBA  )()(  (حيث n  ىي عدد
 .(Bصفوف المصفوفة 

 

 :) ( 4 الخاصة صحةلنثبت 
)()()()()()()( BABABBABBAA    

 

 ستخدام الصغائر:مصفوفة با)درجة(  رتبة 25-2-4
 جزئية من ىذه المصفوفة. مصفوفة مربعة أيمحدد ىو  صغير مصفوفة:
 فمثلًب إذا كانت:

1 2 1

2 0 3

2 1 2

A

 
 
 
  

 

 فإن:
1 2 1 1 2 1

det 4 , det 5 , det 6
2 0 2 3 0 3

      
        

     
 

 
2 0 2 3 0 3

det 2 , det 2 , det 3
2 1 2 2 1 2

     
         

     
 

 
1 2 1 1 2 1

det 3 , det 4 , det 5
2 1 2 2 1 2

      
        

     
 

 

2تشكل الصغائر التسعة ذات المرتبة  2  لممصفوفةA. 
 

)من الصغائر ذات المرتبة  2nيكون ليا  nفإن المصفوفة المربعة من المرتبة  :وبشكل عام 1)n   ونحصل عمى ىذه

     .ijويرمز لو بالرمز   Aمن المصفوفة  ijaالمذين يحويان العنصر jوالعمود  iالصغائر من حذف الصف 

 ىي مرتبة أكبر صغير من ىذه المصفوفة لا يساوي الصفر.  رتبة مصفوفة :

 يمي: لمصفوفة ىي العدد الطبيعي الذي يحقق ما r الرتبةإن 

 يساوي الصفر. ( ليذه المصفوفة لاrيوجد صغير واحد عمى الأقل من المرتبة ) -1

 ( يساوي الصفر.1rكل صغير من المرتبة ) -2

يساوي الصفر وكل صغير من المرتبة  2rومنو يمكن أن نلبحظ بأن كل صغير في ىذه المصفوفة من المرتبة  

,...4,3  rr .ًيساوي الصفر أيضا 

rArankبأحد الرموز : Aمصفوفة  لرتبةنرمز  )(  ،rA )( . 
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 :مثال
 :كل من المصفوفتين رتبةأوجد 

 
1 1 3 1 2 3 4

3 3 2 , 3 1 2 1

7 7 21 1 5 8 7

A B

    
      
   
        

 

 الحل:
)det :نلبحظ أن Aبالنسبة لممصفوفة ) 0A   ومن ثم فإن( ) 3A . 

2بأخذ كل المحددات من المرتبة  2 الممكنة نجد أن ىناك عمى الأقل واحداً منيا لا يساوي صفراً ، ومن ثم فإن 
( ) 2A  . 

3بأخذ كل المحددات الجزئية من المرتبة  Bوبالنسبة لممصفوفة 3  ، ًالممكنة وعددىا أربعة نجد أن جميعيا أصفارا
)وبالتالي  ) 3B  . 

2بأخذ كل المحددات من المرتبة  2  الممكنة نجد أن ىناك عمى الأقل واحداً منيا لا يساوي صفراً ، ومن ثم فإن
( ) 2B  . 

 

 :الأوليةستخدام التحويلات مصفوفة با رتبة 25-2-5
 سنرمز بالرموز التالية لمدلالة عمى ىذه التحويلبت )عمميات الصف(:

)(iR  ضرب أحد الصفوفi  0بعدد. 
)(, jiR 0ربو بعدد جمع أحد الصفوف إلى صف آخر بعد ض. 
jiR  المبادلة بين صفين في المصفوفة. ,

 وسنرمز بالرموز التالية لمدلالة عمى ىذه التحويلبت )عمميات الأعمدة(:
 

)(iC،)(, jiC،jiC  عمى الترتيب مع عمميات الصف. ,
 

 مثال:
 :المصفوفة رتبةأوجد 

1 2 1 4

2 4 3 5

1 2 6 7

A

 
 
 
    

 

 الحل:

1,2 1 3 2,3( 2) ( 1)

1 2 1 4 1 2 1 4 1 2 1 4

2 4 3 5 ~ 0 0 5 3 ~ 0 0 5 3 ~

1 2 6 7 1 2 6 7 0 0 5 3
R R R R

A
  

       
       
     
                

 

 إن:
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BA 




















~

0000

3500

4121

 

)(2 :نلبحظ أن
~

Arank  2وبالتالي)( Arank (  عمى مصفوفة  الأوليةالتحويلبت 

 .( لا تغير من رتبتيا
 

 (:30ملاحظة)

 المصفوفة. رتبةتجو صفري لا يغير من إن إضافة م -1
 

، ويمكن )كما سيأتي لاحقاً(  السمميةأو إن المصفوفة التي حصمنا عمييا في المثال السابق تسمى بالمصفوفة الدرجية  -2

 تبعنا القواعد كما في المثال( إذا االشكل الدرجي )أو السمميمن خلبل شكميا ويمكن تحويل أي مصفوفة إلى  رتبتيامعرفة 

 (.ول إلى الشكل الدرجي )أو السمميالسابق لموص

مساوٍ لعدد  A)(بحيث يكون  Aمكافئة لممصفوفة  Bمصفوفة مستطيمة فإنو يوجد مصفوفة درجية Aإذا كانت  -3

 .Bالصفوف غير الصفرية لممصفوفة 

 

 

 

 ستخدام التعريف:فوفة بامص رتبة 25-2-6

وذلك بحل المعادلة الأساسية  يمكن الحصول عمى رتبة مصفوفة
 

0
,min

1




i

mn

i

i x حيث ix ( أعمدة أو ىي صفوف  )

 لمتجيات المستقمة في ومن خلبل الحل يمكن معرفة عدد ا ، Aالمصفوفة 
 

 مساوية ليذا العدد. الرتبةوتكون ىذه المجموعة 
 مثال:
 :المصفوفة رتبةأوجد 


























714

823

512

131

A 

 الحل:
)(3وبالتالي فإن  34ىي  Aإن مرتبة  A  المعادلات:جممة نقوم بحل 
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3,1,2

0
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0

0
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1

1

2

1

3

4

3

2

1

321321 




















































































 

 

وىذا يعني أن 
321 ,,  .ليست جميعيا أصفاراً وتحقق المعادلة السابقة 

 

)(3أي أن  ومنو فالمتجيات مرتبطة A. 
 :أما إذا أخذنا المتجو























7

8

5

1

 

 :يرتبط مع المتجو لا





















1

2

1

3

 

)(2وبالتالي  A 
 

 المصفوفات الأولية: 26-2
وسنستخدم الرموز  nIالمصفوفة الأولية ىي المصفوفة الناتجة عن تطبيق التحويلبت الأولية عمى المصفوفة الواحدية 

jiEن الرمز سابقاً عن التحويلبت الأولية أي أالموافقة كما ذكرنا  في المصفوفة  ,jiالصفين )أو العمودين(   تبديل ,

,)(والرمز  بـــ  i)أو العمود(  ضرب عناصر الصف iE)(الواحدية ، أيضاً  jiE  يعني أن المصفوفة نتجت عن

 . i )أو العمود( وجمعو إلى الصف بـــ  j)أو العمود( بعد ضرب الصف  nIالمصفوفة  

 مثال:
 لتكن لدينا المصفوفة الواحدية :



















100

010

001

I 

 إن:
 

1,3 1,2 2

0 0 1 0 1 0 1 0 0

0 1 0 , 1 0 0 , ( 3) 0 3 0

1 0 0 0 0 1 0 0 1

E E E
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1,2 3,1 3

1 4 0 1 0 0 1 0 0

(4) 0 1 0 , ( 2) 0 1 0 , (5) 0 1 0

0 0 0 2 0 1 0 0 5

E E E

     
        
     

          

 

 

                                                             
1,3 1,2

1 0 2 1 4 0

( 2) 0 1 0 , (4) 0 1 0

0 0 1 0 0 1

E E

   
      
   
      

 

  خواص ىامة: 1-26-2 
BACبفرض لدينا   :فإن 

 

 تخضع لنفس التحويل أيضاً. Cأي تحويل أولي عمى صفوفيا فإن المصفوفة  Aإذا طبقنا عمى المصفوفة  -1
 

 تخضع لنفس التحويل أيضاً. Cأي تحويل أولي عمى أعمدتيا فإن المصفوفة  Bإذا طبقنا عمى المصفوفة  -2
 

 .في الصفوفكما  عمى أعمدة المصفوفة لا يغير من رتبتياالأساسية إن تطبيق التحويلبت  مبرىنة: 2-26-2
 

 نتائج: 3-26-2

 .)غير شاذة ( محدداتيا لا تساوي الصفر نظاميةالمصفوفات الأولية جميعيا  -1
 )وذلك بتطبيق المبرىنة السابقة  ياعمى صفوف أوليةتتغير رتبة مصفوفة بتطبيق تحويلبت  لا -2

)مع ملبحظة  TAعمى  ) ( )TA A . 
 

BAتكون -3   بتطبيق تحويلبتإحداىما تنتج عن الأخرى  تإذا كان ()مصفوفتين متكافئتين~

 ا رتبة واحدة.مويكون لي أولية
 

 لا يغير من رتبتيا.( بمصفوفة أولية  من اليمين أو اليسار ضرب مصفوفة ) -4

 

 مثال:

 :عين رتبة المصفوفة





























11110

04031

22211

40411

A 

 الحل: 
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00000

00000

11110

40411

~

22220

44440

11110

40411

~

11110

44440

22220

40411

~

)2(
)4(

)1(
)1(

2,4

2,34,2

1,3

1,2

R
RR

R
R

A 

 :نلبحظ أن رتبة المصفوفة المكافئة 























00000

00000

11110

40411

 

)(2وبالتالي  2تساوي  A 
 

 :مصفوفة المدرجةال تعريف 27-2
 إن المصفوفة من الشكل :

 

              

11 12 1 1, 1 1

22 2 2, 1 2

, 1

... ...

0 ... ...

(71 2)... ... ... ... ... ... ...

0 0 ... ...

0 0 ... 0 0 ... 0

k k n

k k n

kk k k kn

a a a a a

a a a a

A

a a a







 
 
 

  
 
 
  

 

 
,,...,0حيث: 2211 kkaaa أوشبو منحرفة( ولمسيولة من الأفضل أن تكون  مصفوفة مدرجةة أو تسمى مصفوفة  درجي(

,,...,1العناصر  2211 kkaaa. 

 .لممصفوفة المعطاة عمى صفوفيا )أو أعمدتيا( الأوليةمن التحويلبت  اً نجري عدد )مدرجة( لمحصول عمى مصفوفة درجية
 أمثمة:

 :المصفوفة -1
1 5 0 4

0 2 3 1

0 0 0 2

A

 
 
 
  

 

 درجية. ىي مصفوفة
 :المصفوفة -2

1 2 3 4

0 4 2 2

0 0 0 3

0 0 0 0

0 0 0 0

A

 
 
 

  
 
 
  

 

 ىي مصفوفة درجية.
 :المصفوفة -3
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1 0 3

0 1 2

0 0 0

0 0 0

A

 
 
 
 
 
 

 

 ىي مصفوفة درجية. 
 رتبة المصفوفة الدرجية تساوي عدد الصفوف غير الصفرية فييا. (:31ملاحظة)
 قل مصفوفة درجية مكافئة ليا.  توجد عمى الأ Aلأي مصفوفة (:32ملاحظة)

 

 مثال:
 :أوجد رتبة المصفوفة































032

1050

713

541

420

A 

 الحل:

































































































































000

000

000

210

301

~

210

210

210

210

541

~

420

1050

22110

1050

541

~

420

1050

713

032

541

~

2145

3423

53

42
13

12

52

12
4,

,

2

1
,

11

1
5

1
,

5

1

3
2

RRRR
RRRR

RR

RR
RR
RR

RR
RR

A 

)(2إن 
~

A   2وبالتالي)( A 0) يوجد مثلًب
10

01
 عدد الصفوف غير حسب الملبحظة السابقة ( أو

 .2في المصفوفة الدرجية يساوي  الصفرية 
 

 :الأولية ) طريقة جوردان (إيجاد مقموب مصفوفة بتطبيق التحويلات  28-2

 :يلإيجاد مقموب مصفوفة بتطبيق التحويلبت الأولية نتبع ما يم
 

نشكل المصفوفة التالية  -1 IA  حيثI فس مرتبة المصفوفة الواحدية من نA. 
 

المصفوفة  )أعمدة( عمى صفوف الأوليةنقوم بالتحويلبت  -2 IA  مصفوفة من الشكل لنحصل عمى I B  ٍعندئذ
1Bتكون المصفوفة  A   1وبالتالي الحصول عمىAم( قموب المصفوفةA ) طريقة جوردان. –نسمي ىذه الطريقة 

 أمثمة:
 :أوجد مقموب المصفوفة -1

























6103

562

231

A 

 عمى صفوفيا. الأوليةوذلك بتطبيق التحويلبت  
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 الحل:

 
32

13

12

~

103

012

001

010

100

231

~

100

010

001

6103

562

231

3
2

3
RR

RR
RR

IA

































































 

 









































































012

103

3214

100

010

001

~

012

103

3010

100

010

201

~

012

103

001

100

010

231

23121 ,23



















RRRRR

 

 أي أن :

























012

103

3214
1A 

 

3 يما يم لمتحقق يمكن تطبيق

1 IAA  . 
 :أوجد مقموب المصفوفة -2





















111

111

101

A 

 عمى صفوفيا. الأوليةوذلك بتطبيق التحويلبت 
 
 
 

 الحل:

 








































21211

011

21210

100

010

001

~

100

010

001

111

111

101

3













 IA 

 

 أي أن :





















21211

011

21210
1A 

 

3يمي  لمتحقق يمكن تطبيق ما

1 IAA  . 
 

 :( مبرىنات ) محدد جداء مصفوفتينخواص  29-2
 عندئذٍ: A نفس مرتبةمن مصفوفة أولية  Eو  n مصفوفة مربعة من المرتبة A لتكن لدينا مبرىنة: 29-2-1

              det( ) det( ).det( ) (72 2)EA E A  
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ـــــة: 29-2-2 المحـــــددات ليـــــذه  ومحـــــدد الجـــــداء يســـــاوي إلــــى جـــــداء نظاميــــةجـــــداء مصــــفوفات أوليـــــة ىـــــو مصـــــفوفة  مبرىن
 المصفوفات .

 

 نظاميـــةمصــفوفة  فإنـــو يمكــن إيجـــاد r ورتبـــة واحــدة(  m,n)  مرتبـــة واحــدة A,B كـــان لممصــفوفتين إذا :مبرىنــة 29-2-3
Pمن المرتبة  (m,n  ):بحيث يكون APB . 
 

 .n المرتبة من جداء مصفوفات أوليةأيضاً تساوي  n من المرتبة نظاميةكل مصفوفة مربعة  مبرىنة: 29-2-4
 

 حدد جداء مصفوفتين مربعتين يساوي جداء المحددين لياتين المصفوفتين.م مبرىنة: 29-2-5
 

              det( ) det .det (73 2)AB A B  
 كما يمي: السابقة يمكن تعميم المبرىنة 29-2-6

 أي : محدد جداء مصفوفات مربعة يساوي جداء محدداتيا
 

             
1 1

det det (74 2)
n n

i i

i i

A A
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 :مع تمارين محمولة  متوابع الشييرةتذكرة بقواعد الاشتقاق ل
 

 مسمسل التابع التابع مشتق

0y    y c  1 
1y    y x  2 

y u   ( )y u x  3 
y A u   y A u  4 

1ny n x    ny x  5 
1 .ny n u u   ny u  6 

1 2 3 .....y u u u        1 2 3 .....y u u u     7 
. .y u v v u     .y u v  8 

2

. .u v v u
y

v

 
   u

y
v

  9 
cosy x   siny x  10 
cos .y u u   siny u  11 
sin .y u u    cosy u  12 

2

2

1
sec

cos
y x

x
  

 
tany x  13 

2

2
sec .

cos

u
y u u

u


  

 
tany u  14 

2

2

1
cos

sin
y ec x

x


   

 
coty x  15 

2

2
cos .

sin

u
y ec u u

u


   

 
coty u  16 

sec . tany x x   1
sec

cos
y x

x
   17 

sec . tan .y u u u   1
sec

cos
y u

u
   18 

cos . coty ec x x    1
cos

sin
y ec x

x
   19 

cos . cot .y ec u u u    1
cos

sin
y ec u

u
   20 
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2

1

1
y

x

 


 
1sin arcsiny x x   21 

2

1
.

1
y u

u

 


 
1sin arcsiny u u   22 

2

1

1
y

x


 



 
1cos arccosy x x   23 

2

1
.

1
y u

u


 



 
1cos cosy u arc u   24 

2

1

1
y

x
 



 
1tan tany x arc x   25 

2

1
.

1
y u

u
 



 
1tan tany u arc u   26 

2

1

1
y

x


 



 
1cotan coty x arc x   27 

2

1
.

1
y u

u


 



 
1cotan coty u arc u   28 

1
y

x
 

 
lny x

 
29 

u
y

u


 

 
lny u  30 

xy e 

 
xy e  31 

( ) .u xy e u   ( )u xy e  32 
( ) . ln .u xy a a u   

( )u xy a  33 
1

.
2

y u
u

   
y u  34 

 وفيما يمي  جدول يبين قوانين التفاضلبت  لبعض التوابع الشييرة التي نستخدميا وىو :
 م التابع تفاضل التابع

0d y  y c 1 
d y d x y x 2 
d y u d x ( )y u x 3 
d y Au d x y A u 4 

1nd y n x d x ny x 5 
1nd y n u u d x  ny u 6 

1 2 3 .....d y u d x u d x u d x     

 1 2 3 .......y u u u 7 

. .d y u d v v d u  .y u v 8 

2

. .u dv v d u
d y

v


 u

y
v

 9 
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cosd y x d x siny x 11 
cos . .d y u u d x siny u 11 

sin . .d y u u d x  cosy u 12 
2

2

1
sec

cos
d y d x x d x

x
 

 
tany x 13 

2

2
sec . .

cos

u
d y d x u u d x

u


 

 
tany u 14 

2

2

1
cos

sin
d y d x ec x d x

x


  

 
cotany x 15 

2

2
cos . .

sin

u
d y d x ec u u d x

u


  

 
cotany u 16 

sec . tand y x x d x 1
sec

cos
y x

x
 

 17 

sec . tan . .d y u u u d x 1
sec

cos
y u

u
 

 18 

cos . cotd y ec x an x d x  1
cos

sin
y ec x

x
 

 19 
cos . cot .d y ec u an u u d x  1

cos
sin

y ecu
u

 
 21 

2

1

1
d y d x

x




 
1sin arcsiny x x  21 

2

1

1
d y u d x

u




 1sin arcsiny u u  22 

2

1

1
d y d x

x






 
1cos arccosy x x  23 

2

1

1
d y u d x

u






 
1cos cosy u arc u  24 

2

1

1
d y d x

x




 1tan arctany x x  25 

2

1
. .

1
d y u d x

u




 1tan arctany u u  26 

2

1

1
d y d x

x





 1cot coty x arc x  27 
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1
.

1
d y u d x

u





 1cot coty u arc u  28 
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1

1
d y d x

x




 1 argy sh x sh x  29 
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1
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1
d y u d x
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2

1
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1
d y u d x

u




 1 argy ch u chu  32 

2

1

1
d y d x

x




 1 argy th x th x  33 

2

1
.

1
d y u d x

u




 1 argy th u th u  34 

2

1

1
d y d x

x






 1 argy cth x cth x  35 

2

1
.

1
d y u d x

u






 1 argy cth u cth u  36 

2

1

1
d y d x

x x




 1y sech x 37 

2

1
.

1
d y u d x

u u




 1y sech u 38 

2

1

1
d y d x

x x






 1y cosech x 39 

2

1
.

1
d y u d x

u u




 1y cosech u 41 
u

d y d x
u




         
lny u 41 

.xy e d x 

 
xy e  42 

. .uy e u d x 
 

uy e  43 
( ) . ln . .u xy a a u d x   

( )u xy a  44 
1

. .
2

y u d x
u

   y u  45 

 
 تمارين محمولة عمى المشتقات

 :الآتي توابعالأولى لم مشتقاحسب ال -أولا 
1

cos x1) y 2 ;  cos x 0 , x k ; k 0 , 1 ,....
2


      

1 1

cos x cos x

2 2

0 . cos x 1 . ( sin x ) sin x
y 2 . ln 2 . 2 . ln 2 .

cos x cos x

 
  

  
a x xx a x2) y x x a   ;   a 0  ,  x 0      

a x

x

x a 1 a a x x

x x x

1 1
y x a x .ln x x . x a . ln a . ln x a .

x x

1 0
a x 1 . ln x x . . ln a x

x ln a
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a x
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x a 1 a 1 a x

x x
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x
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a x xx a 1 a x x x1
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2

2

3

3
2

2

2 2

2 2 2

6)

2 ( 2 )

7) arc tan

3 arctan
1

arcsin
8)

1
arcsin

1 1 . arcsin

1

x

x x x

y x e
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2 2

2

2

2

13) cos ( tan ) sin ( sin 6 )

( tan )
cos ( sin 6 ) ( sin 6 )

1 tan

1

cos
6 cos 6 . cos ( sin 6 )

( cos sin )

cos

1

cos
6 cos 6 cos ( sin 6 )

1

cos

1
6 cos 6 . cos ( sin 6 ) .

cos

y arc x x

x
y x x

x

x
y x x

x x

x

x
y x x

x

y x x
x

  


    



    


    

   

3 2

3
5

3 2

3
5

2

( 1 )
14)

5

( 1)
ln ln

5

1 1
ln | | ln ( 1 ) ln | 5 |

3 15

x x
y

x

x x
z y

x

z x x x







 



    

 

ذا أخذنا بعين الاعتبار أنَّ  وا  
u

u
u





||ln : نجد أن   

2

3 2

2

1 2 1

3 ( 1 ) 15 ( 5 )

24 125 14 75

15 ( 1 ) (5 )

x
z

x x x

x x x
z

x x x
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وبما أن :                       ln | |
y

z y
y


   : فإن  ، 

3 2 3 2

3
5 2

( 1 ) 24 125 14 75
.

5 15 ( 1 ) ( 5 )

x x x x x
y y z

x x x x

     
    

    

 

 

1

3 3

2

3

15) ( ) 1 ( 1 )

1 1
( ) 1 1

3 2 1

f x x x x x

f x x x
x



      

 
       

16) (arc tan ) ln . ln tan
x

y x y x arc x    

2 وبالاشتقاق نجد أن : 

1

1 1
ln tan .

tan2

y x
arc x x

y arc xx

 
   

2

2

1
ln tan

2 ( 1 ) . tan

1
( tan ) ( ln tan )

2 ( 1 ) . tan

x

xy
arc x

y x x arc x

x
y arc x arc x

x x arc x


  



  


 

lnln
17) ln ln ln . ln

x
y x y x x    

1                                      : نفرض أن       
lnu x u

x
   

ln ln . . ln .
y u

y u u u u u
y u

 
     

lnln

1 1
ln ln

1 1
ln ln

x

y
x

y x x

y x x
x x


  

 
   

 

                     

18) y cos ( ch x )     ;     x ( – , )

y – sin ( ch x ) . sh x

   

 
 

1 cos
19) ln

1 cos

x
y

x





 

2:   : نعمم أنطريقة أولى     21 cos 2 sin ; 1 cos 2 cos
2 2

x x
x x    

lnنعوّض ونختصر فنحصل عمى :                                     tany x 

 2

1

tan 2 cos
1 12 2

sin
tan tan 2 cos sin

2 2 2 2

x x

y
x x x x x


 
 
       

          21) y x x x    
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( ) 1 ( )

2 2

x x x x x
y

x x x x x x

    
   

   

1
1

2 2 1
1 1

2 4 .

2 2

x x

x x x x x
y

x x x x x x




 
 

   

   
 

2 1
1

4 .

2

4 2 1

8 . .

x

x x x
y

x x x

x x x x
y

x x x x x x





  

 

  
 

    

2

22 ) arc tan

1

( ) 2 1

1 2 ( 1 )1 ( )

y x

x x
y

x x xx




   

 

2 2
2

3
23) arcsin ( )

4

3 3
( )

34 4

3 9 16 91 ( ) 1
4 16

x
y

x

y
x x x





   
 

 

3

3 3

3 2 3 2

24 ) arccos ( )

( )

1 ( ) 1 ( )

x

x x

x x

y e

e e
y

e e



 
  

 

2 2

2 2

25 ) sec ( 5 )

( 5 ) 5

5 ( 5 ) 1 5 25 1

5 1

5 25 1 25 1

y arc x

x
y

x x x x

x x x x




   

 

 
 

1

4 42 226) 1 cos ( 1 cos )y x x     
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3

2 4

4 42 3 2 3

4 2 3

1
(1 cos ) .2 cos . ( sin )

4

1 sin . cos 1 2 sin . cos
.

2 2 2(1 cos ) ( 1 cos )

sin 2

4 ( 1 cos )

y x x x

x x x x
y

x x

x
y

x



    

   

 

 



 

                                3 3
27) 2 siny

x
 

        
3

2 233 3
2 . 3 . sin . cos . . .

2
y x

x x

 
     

 

 

        
2 3 3

sin . cos

3 3 .
x x

y
x x

    

  
2

2

1 2
28) cot

2

1 1 1
. . 2 . ( )

22
1 ( )

y arc
x

y
x

x



    



 

          
2 2 2

2

1 1 1
.

2 2
y

x x x

x

  
 

 

                             1 ln
29) ln

1 ln

x
y

x





 

2

1 1
( 1 ln ) ( 1 ln ) .1 ln

.
1 ln ( 1 ln )

x xx x xy
x x

   
  

 

1 1 1 ln 1 ln

1 ln 1 ln

x x
y

x x x

  
   

 

2

2

( 1 ln )
y

x x
  


   

                              1
30) ln cosy arc

x
  

3

2

2

1 1 1
( ) . ( )

1 21arccos 1 ( )

y x

x x
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3

1 1 1 1
. .

1 2 1arccos

1 1 1
. .

12 1arccos

y
x x

x x

x
y

x x x

x

  


  


                  

1

1
2 1 . arccos

y

x x
x

 



                             

 

2

2

2 2

2

31) arccos ( ) ( sin 6 )

( )
( sin 6 ) ( sin 6 )

1

1

6 cos 6 . ( sin 6 )

1
6 cos 6 . ( sin 6 )

y th x sh x

th x
y ch x x

th x

ch x
x ch x

ch x sh x

ch x

x ch x
ch x

 


    



   


  

 

3 2

3
5

3 2

3

5

3 23

3 5

2

( 1 )
32 )

5

( 1 )
ln ln

5

( 1 )
ln

5

1 1
ln | | ln ( 1 ) ln | 5 |

3 15

x x
y

x

x x
z y

x

x x
z

x

z x x x







  








    

 

ذا أخذنا بعين الاعتبار أنَّ    وا  | |
u

ln u
u


   : نجد أن          

 2

3 2

2

1 2 1

3 ( 1 ) 15 ( 5 )

24 125 14 75

15 ( 1 ) ( 5 )

x
z

x x x

x x x

x x x

    
 

   


 

 

)لكن    | |)
y

z ln y
y


     

 ومنو فإن :  
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3 2 3 2

3
25

( 1 ) 24 125 14 75
. .

15 ( 1 ) ( 5 )5

x x x x x
y y z

x x xx

    
  

 

 

1
2 1 4

4 3 2 3 2

3
2 11 14
3 32 2

1 1

3 2
3

2 1 4
3 2

33
4 3 2

33) y x x x x ; x 0

1 2 1
y x x . x x

4 3 2

1 1 2 1
. . x x

4 3 2

x x

1 1 2 1
. .

4 2 x3 x
x x


 

 

 
     
 
 

   
       
   
   

 
   
 
  

 
 
 

 
  

 
 

 
3

4 2
2

2 4

34) y 5x tan x  ;   cos x 0  ;    x k
2

1 5 cos x 3 sin x
y 5 3 tan x .

cos x cos x


     


   

        

2

2

2 2

35) y ( 2 – x ) . cos x 2 x . sin x    ;  x ( – , )

y – 2 x cos x ( 2 – x ) ( – sin x ) 2 sin x 2 x. cos x

– 2 x cos x – 2 sin x x sin x 2 sin x 2x . cos x x sin x

     

     

    

 

5 5

4

5 45
52 5

4

5 55 4 2 5

36) y cot x 1     ;     x ( – , )

1 1
y . ( x 1 ) . 5 x

5sin x 1

x
.

( x 1 ) . sin . x 1



     

    


 
 

      

 

 ت:شتقاق وتكامل المصفوفاا 30-2

 بفرض أن المصفوفة شتقاق المصفوفات:ا 30-2-1
ijA a    من المرتبة n جميع عناصرىا دوال في المتغيرx. 

و بالرمز ويرمز ل xبالنسبة لممتغير Aإن مشتق المصفوفة 
dx

dA  ىو مصفوفة ليا نفس درجة المصفوفة الأصمية

 أي: Aالمصفوفة  لعناصر xوعناصرىا ىي المشتقات بالنسبة لممتغير
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11 12 1

21 22 2

1 2

...

...
(75 2)

... ... ... ...

...

n

n

n n nn

da da da

dx dx dx

da da da
dA

dx dx dx
dx

da da da

dx dx dx

 
 
 
 
  
 
 
 
  

 

 مثال:

 :وفةمصفلمشتق الأول والثاني لمأوجد ا











3

2

1

cos

x

xe
A

x

 

 الحل:








 








 


x

xe

dx

Ad

x

xe

dx

dA
xx

60

cos4
;

30

sin2 2

2

2

2

2

 

 مبرىنات: 30-2-2

 مشتق مجموع  مصفوفتين: -1

dx

dB

dx

dA
BA

dx

d
 )( 

 

 مشتق جداء مصفوفتين: -2

dx

dB
AB

dx

dA
BA

dx

d
 )( 

 

 مشتق مقموب مصفوفة: -3
111)(   A

dx

dA
AA

dx

d 

 : (3) لنبرىن صحة
 

 بما أن:
IAA  .1 

 نجد:ف xنأخذ مشتق الطرفين بالنسبة لممتغير
 

01
1

 


dx

dA
AA

dx

dA 
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 : 1A بضرب الطرفين من اليمين بـــ

011
1

 


A
dx

dA
A

dx

dA 

 ومنو نجد:
11

1




 A
dx

dA
A

dx

dA 
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 تكامل المصفوفات: 30-2-3

 ض أن المصفوفةبفر  
ijA a    من المرتبة n جميع عناصرىا دوال في المتغيرx .  إن تكامل المصفوفةA  بالنسبة

عمى المجال  xلممتغير 0,x xرمز لو بالرمز وي
x

x

Adx

0

ىو مصفوفة وعناصرىا تنتج عن تكامل عناصر المصفوفة   

 المفروضة عمى المجال 0,x x  .ويكون ليذه العممية معنى إذا كان التكامل ممكناً لجميع عناصر المصفوفة 
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0 0 0

0 0 0

0

0 0 0

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...
(76 2)

... ... ... ...

...

x x x

n

x x x

x x x

x
n

x x x

x

x x x

n n nn

x x x

a dx a dx a dx

a dx a dx a dx
Adx

a dx a dx a dx

 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 

  

  


  

 

 مثال:

ل حسب التكاما
x

Adx
1

 إذا كانت:  













2

33

xe

x
A

x
 

 الحل:





















































2

5
2

2

)1(3
4

1

)2(

3

2

4

11

11

3

1 x
x

ee

x
x

dxxdxe

dxdxx

Adx
x

xx

x

xx

x

 

 تمارين محمولة

 

 ت المصفوفة:إذا كان -1

2 1 1

0 1 2

1 0 1

A

 
 
 
  

 

2فأوجد   3,A A . 

 الحل:

2 3

2 1 1 2 1 1 5 3 1 5 3 1 2 1 1 11 8 0

0 1 2 0 1 2 2 1 4 , 2 1 4 0 1 2 8 1 8

1 0 1 1 0 1 3 1 2 3 1 2 1 0 1 8 4 3

A A

                
               
           

                        

            

BAحسب الجداء ا -2   :وذلك بتجزئة كل منيما حيث 
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1 0 0
1 0 0 1

0 1 0
0 1 0 2 ,

0 0 1
0 0 1 3

3 1 2

A B

 
   
    
   
    

 

 

 الحل:

 

1 0 0
1 0 0 1 1 0 0 1 0 0 1

0 1 0
0 1 0 2 0 1 0 0 1 0 2 3 1 2

0 0 1
0 0 1 3 0 0 1 0 0 1 3

3 1 2

 
        
            
        
               

 

 

 
1 0 0 3 1 2 4 1 2

0 1 0 6 2 4 6 3 4

0 0 1 9 3 6 9 3 7

     
       
     
          

 

 

4 1 2

6 3 4

9 3 7

A B

 
  
 
  

 

 برىن أن: -3
1 1 3

5 2 6

2 1 3

A

 
 
 
    

 

 .3معدومة القوى من الدرجة 
 الحل:

2

1 1 3 1 1 3 0 0 0

5 2 6 5 2 6 3 3 9

2 1 3 2 1 3 1 1 3

A

     
      
     
                  

 

 

3 2

0 0 0 1 1 3

3 3 9 5 2 6 0

1 1 3 2 1 3

A A A

   
      
   
           

  

 . 3الدرجة  معدومة القوى من Aأن وىذا يعني
 
ABو إذا كان أن أثبت -4 A وBA B  فإنA وB القوى. اويتين متستكونا 

 الإثبات:
2( )ABA AB A A A A    و( )ABA A BA AB A   

2Aوبالتالي  A  ، أي أنA .متساوية القوى 
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 (.BABحاصل الجداء )نستخدم ة القوى متساوي  Bأن نثبتبشكل مشابو 

 أوجد رتبة كل من المصفوفات التالية: -5
 

1 2 3 0 2 3
1 2 3

1) 2) 1 2 5 3) 0 4 6
4 0 5

2 4 8 0 6 9

A B C

   
             

      

 

 

 
 الحل:

1لأن  2تساوي  Aإن رتبة المصفوفة 2
0

4 0



 يوجد صغائر من الدرجة الثالثة. ولا 

0Bلأن  2تساوي  Bرتبة المصفوفةو    2و 3
0

2 5
 

 

0Cلأن  1تساوي  Cرتبة المصفوفة أما   و الصغائر التسعة من الدرجة الثانية أصفار وليست كل عناصر المصفوفة
 أصفاراً.

 
 :حيث adjAحسب ا -6

1 2 3

1 3 4

1 4 3

A

 
 
 
  

 

 الحل:
 

ijنحسب أولًا العوامل المرافقة 

ji

ij AD det)1(   ثمT

ijD ][ 
 

3 4 2 3 2 3

4 3 4 3 3 4
7 6 1

1 4 1 3 1 3
1 0 1

1 3 1 3 1 4
1 2 1

1 3 1 2 1 2

1 4 1 4 1 3

adjA

 
   
     

       
  

   
   
  

 

 

2 :حيث 1Aأوجد  -7 3

1 4
A

 
  
 

 

 
 الحل:
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detإن   5 0A    4و 3

1 2
adjA

 
   

 وبالتالي:    
 

1
4 31

1 25

adjA
A

A


 

    
 

 
 :حيث 1Aأوجد  -8 



















010

230

045

A 

 الحل:
010detإن   A   :وبالتالي 

1

2 0 8
1

0 0 10
10

0 5 15

adjA
A

A



 
    
 

  

 

 
 :حول المصفوفة -9

3 1 1 0

2 2 1 2

1 1 0 3

A

 
 
 
  

 

 إلى الشكل الدرجي.
  حل:ال

3 1

1 2 2 1

3
2

3 1 1 0 1 1 0 3

2 2 1 2 ~ 2 2 1 2 ~

1 1 0 3 3 1 1 0

R R
R R R R

A


 

   
   
   

      

 

 

2 3

1 1 0 3 1 1 0 3

0 0 1 4 ~ 0 2 1 9

0 2 1 9 0 0 1 4

R R

B


   
       
   

         

 

 :مقموب المصفوفةأوجد  -10
1 3 3

1 4 3

1 3 4

A

 
 
 
  

 

 عمى الصفوف.  الأوليةوذلك بتطبيق التحويلبت 
 

 الحل:
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1 32 1 1 2

3 1

33

3

1 3 3 1 0 0 1 3 3 1 0 0 1 0 3 4 3 0 1 0 0 7 3 3

1 4 3 0 1 0 ~ 0 1 0 1 1 0 ~ 0 1 0 1 1 0 ~ 0 1 0 1 1 0

1 3 4 0 0 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 1 0 1

R RR R R R

R R
A I

 



         
          
       

                

 

 
                                                                         1

3I A     
 ىو: Aوبالتالي مقموب المصفوفة

 

1

7 3 3

1 1 0

1 0 1

A 

  
  
 
  

 

 
 :أوجد مقموب المصفوفة -11



















6103

562

231

A 

 

 عمى أعمدتيا. الأوليةوذلك بتطبيق التحويلبت 
 

 الحل:

 
32

13

12

~

100

010

231

013

102

001

~

100

010

001

6103

562

231

2
3

3
CC

CC
CC

IA

























































 

 
































































012

103

3214

100

010

001

~

012

100

325

103

010

001

~

010

100

321

103

012

001

23121 ,22



















CCCCC

 

 أي أن :

























012

103

3214
1A 

 

3يمي  لمتحقق يمكن تطبيق ما

1 IAA  . 
 

11فإن: nوأي عدد صحيح موجب  Aأنو لأي مصفوفة مربعة  أثبت -12 )()(   nn AA 
 

 الإثبات:
 

IAAلدينا العلبقة   nn 1))((  
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nAومنو بضرب العلبقة من اليسار بـــ  )( 1 : نجد 
 
nnnnnnn AAAAAAAA )()()()()()( 111111   
 

11 وبالتالي: )()(   nn AA 
 

 ة.إن وجدت تكون أيضاً متناظر  1A  :متناظرة فإن Aمصفوفة ال كانتت أنو إذا أثب -13
 

 الإثبات:

IAAIAAIAA TTT   )()()( 111 
 

)(1نضرب من اليمين بـــــ ومن ثم  TA نجد :ف 
 

AAAAAAA TTTTTT   11111 )()()())(()( 
 

 أيضاً متناظرة. 1Aأي أن:
 

AkkAفإن: kوأي عدد  nمن المرتبة  Aت أنو لأي مصفوفة مربعة أثب -14 n. 
 الإثبات:
][بفرض  ijaA إذن: 

AkakkkkkakAkakA n

ijijij  ][.....][][ 
 

في أحد  kفيي عممية ضرب الثابت  Ak، أما  Aفي جميع عناصر المصفوفة  kتعني ضرب الثابت  kAإن 
 .Aصفوف أو أعمدة المحدد 

 
)(مرتبتيا مصفوفة  Aأثبت أنو إذا كانت  -15 nm  وB  مصفوفة مرتبتيا)( mn   وكانnm   فإن المصفوفة

AB .تكون شاذة 
 الإثبات:
CABلنفرض    ومنوC  مرتبتيا)( mm  نعمم أن:و 

nAmB  )(,)(  
 لكن:

   21,min)(),()()(   BAMinABC 
 تالي فإن:وبال

mnAB )( 
 تكون شاذة. ABوىذا يعني أن المصفوفة 
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10 أوجد قيمة المحدد -16 15

22 33

 :باستخدام الخاصة 

 
 det A n.det A  

 

10:الحل 15 5 15 5 15 1 3 1 1
2 22 110 330 330(2) 660

22 33 11 33 1 3 1 3 1 1

    
        

 
 

,(3,3)لتكن  -17  ( )A B M R حيث
0 5 3 9 8 4

2 2 2 , 10 2 5

1 4 1 7 7 4

A B

    
      
   

      

أثبت أن:  

 det det( )det( )AB A B.  
 

 :الحل
 

det 5( 2 2) 3( 8 2) 50

det 9( 8 35) 8(40 35) 4( 70 14) 507

A

B

       

          
 

 

29 11 13

52 34 10

38 7 28

AB

 
  
 

  

ومنو   det 25350AB   

 
)detوكذلك فإن: )det( ) 25350A B    :وبالتالي 

 

 det det( )det( ) 25350AB A B   
 

10 15 5 15 5 15 1 3 1 1
2 22 110 330 330(2) 660

22 33 11 33 1 3 1 3 1 1

    
        

 
 

)(3,3)لتكن  -18  )A M R حيث: 
0 5 3

2 2 2

1 4 1

A

 
  
 
  

 

 أثبت أن:
 det det( )TA A 

 

 :الحل
det 5( 2 2) 3( 8 2) 50A         
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 إن:
0 2 1

5 2 4

3 2 1

TA

 
 
 
  

 

 وبالتالي:    
 

det( ) 0(2 8) 2(5 12) 1(10 6) 50TA        
 ومنو نجد:

 det det( ) 50TA A  
 

 :باستخدام خصائص المحددات أثبت أن -19
1

1 0

1

a b c

b c a

c a b



 



 

 :الحل
1 1 1 1

1 1 ( ) 1 1 0

1 1 1 1

a b c a a b c a

b c a b a b c a b c b

c a b c a b c c

  

       

  

 

 
 (.(3 من الخاصة الاستفادةأضفنا العمود الثاني إلى الثالث ثم أخرجنا العامل المشترك من العمود الثالث مع 

 
 :أثبت أنباستخدام خصائص المحددات  -20
 

1 1 2 2 3 3 1 2 3

1 1 2 2 3 3 1 2 3

1 1 2 2 3 3 1 2 3

2

a b a b a b a a a

b c b c b c b b b

c a c a c a c c c

  

   

  

 

 الحل:
 

1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3 3 1 1 1 2 2 2 3 3 3 1 2 3

2 2

a b a b a b a b a b a b a b a b a b

b c b c b c b c b c b c b c b c b c

c a c a c a a b c a b c a b c a a a

        

           

         

 

 
1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 1 2 2 3 3 1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3

2 2 2

b b b b b b a a a

b c b c b c c c c b b b

a a a a a a c c c
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أضفنا إلى الصف الثالث الأول والثاني وبإخراج العامل المشترك .وطرح الصف الثاني من الثالث وطرح الصف الثالث من 
 اً جعل الصف الثالث أول الصفوف.ثم طرح الصف الأول من الثاني وأخير  الصف الأول.

 
 
 
 
 

 :أثبت بدون فك-21
2

1 1

2

2 2 1 2 2 3 3 1

2

3 3

1

1 ( )( )( )

1

a a

A a a a a a a a a

a a

      

 الحل:
 نطرح الصف الثاني من الأول نجد:

 
2 2

1 2 1 2 1 2

2 2

2 2 1 2 2 2

2 2

3 3 3 3

0 1 0

1 ( ) 1

1 1

a a a a a a

A a a a a a a

a a a a

  

   

 
لى أن (4)ستناداً إلى الخاصة ا 1وا  2a a  عامل لـــــA  ً2.أيضا 3a a 3و 1a a  ن من الدرجة الثالثة   Aعاملبن وا 

1 فيكون: 2 2 3 3 1( )( )( )A a a a a a a     
 

      
 محمولةغير  تمارين

 بفرض لدينا: -1

1 2 3 3 1 2 4 1 2

5 0 2 , 4 2 5 , 0 3 2

1 1 1 2 0 3 1 2 3

A B C

      
       
     

           

 

 والمطموب:

)تحقق من أن: ) ( )A B C A B C      
Aبحيث يكون Dأوجد المصفوفة  D B  :وتحقق من أن ( )D B A A B      

 
 حيث : 0ABأثبت أن  -2

1 0
0 0

4 0 ,
1 3

3 0

A B
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 بفرض لدينا: -3
 

2 3 5 1 3 5 2 2 4

1 4 5 , 1 3 5 , 1 3 4

1 2 4 1 3 5 1 2 3

A B C

         
           
     

              

 

 

 تحقق من أن:
0AB BA   ًأيضا,AC A CA C   
 

 تحقق من الخاصة التجميعية لمضرب حيث:  -4
 

2 1
1 1 2 4 1 0 3

, 1 0 ,
0 1 1 1 2 2 5

3 1

A B C

 
                 

  

 

 : في كل مما يأتيالجداء أوجد  -5
 

 

2 1 4 1 3 1 2 0 3
1 0 3

1) 5 1 2 4 1 5 2) 1 0 2 1 1 3) 4
0 4 2

1 4 1 2 2 7 0 3 6

       
                   

 
               

   
2 1 2 0 1 2 3 1 3 2 1

2
4) 4 3 5) 1 2 0 1 2 6) 3 2 1 2

0
6 2 0 1 2 3 1 6 5 4 3

            
                       

 
                     

 

 مصفوفتين حيث: Bو Aليكن لدينا -6
 

1 2 0 3 1 2 3 4

5 3 0 1 , 2 6 7 8

9 2 1 6 9 10 11 12

A B

   
    
   
      

 

 

2,أوجد :والمطموب ,2A B A A B   
 
 :ليكن لدينا -7
 

0 0 1 3 1 2 4 1 2

1 0 0 , 4 2 5 , 0 3 2

0 1 0 2 0 3 1 2 3

A B C

     
       
     

          

  

 

Aبحيث يكون  Dوالمطموب: أوجد المصفوفة  D B  أن: وتحقق من  
( )D B A A B     
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 إذا عممت : ABحسب ا -8
 

                  
1 0 0

0 1 0

1 1 0

B

 
 
 
  

1 0 1

1) 0 1 1 ,

0 0 1

A

 
 
 
  

 

 

                  
1 0

0 1

1 2

B

 
 
 
  

1 0 3
2) ,

0 1 2
A

 
  
 

 

 :إذا كان -9
1 2 3 2

3 4 , 1 5

5 6 4 3

A B

    
     
   
      

 

 :والمطموب
 

أوجد  
p q

C r s

t u

 
 
 
  

 :بحيث يكون   

0A B D   
 

 :بين أن المصفوفة -10
1 1 2 3

1 2

2 3 0

i i

A i i

i i

  
   
 
  

 

 ىرميتية.
 

 :بين أن المصفوفة -11
1 2 3

1 2 1

2 3 1 0

i i i

A i i

i

  
   
 
    

 

 

 ىرميتية. iAو المصفوفةىرميتية متخالفة 
 

 :ليكن لدينا المصفوفة اليرميتية -12
 

1 1 2

1 3

2 0

i

A i i

i
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ذا كان kإذا كان  ىرميتية kAىل المصفوفة   .؟كباً ماعدداً مر  kعدد حقيقي ما ، وا 
 

 :المتخالفة المصفوفة اليرميتية ليكن لدينا -13
 

1 2

1 3

2 0

i i

A i i i

i

 
   
 
  

 

 

ذا كان عدداً مركباً ما، اً حقيقي اً عدد kإذا كان  متخالفة ىرميتية kAىل المصفوفة  ذا كان عدداً تخيمياً بحتاً.؟ ما ، وا   وا 
 

 :ليكن لدينا المصفوفة -14
0 0 1

1 0 0

0 1 0

A

 
 
 
  

 

2أحسب   3,A A ثم استنتج nA.  
 

 :فبرىن أن القوى متساوية مصفوفة Aإذا كانت -15
 

B I A   متساوية القوى 
 

0AB: وأن BA  
 

 :إذا كان -16
2 3 5 1 3 5

1 4 5 , 1 3 5

1 3 4 1 3 5

A B

     
       
   

        

  

 

 متساويتا القوى. Bو  Aبين أن 
 برىن أن: -17

11
1)

0 0

n n n

n

n  

 

  
   

   
 

1 21
2

1

1 0 ( 1)

2) 0 1 0

0 0 0 0

n n n n

n

n

n n n

n

   

  

 

 



  
      
     

 

 
 أوجد رتبة كل من المصفوفات التالية: -18
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1 2 2 3 1 2 1 2
1 2 3 2

2 5 4 6 1 3 2 2
1) 2) 3) 2 3 5 1

1 3 2 2 2 4 3 4
1 3 4 5

2 4 1 6 3 7 4 6

A B C

   
           
      
      

   

 

 :كل من المصفوفتينأوجد مقموب  -19
 

 
2 4 3 2

2 3 4
3 6 5 2

1) 4 3 3 2)
2 5 2 3

4 1 0
4 5 14 14

A B

 
   
      
   

    
 

 

 
 
 

 :أوجد مقموب كل من المصفوفتين -20
 

 
1 0 0 0

3 2 1
2 1 0 0

1) 4 1 1 2)
0 2 1 0

2 0 1
8 1 1 1

A B

 
          

   
    

  

 

 
 :أوجد مقموب المصفوفة -21

2 4 3 2

3 6 5 2

2 5 2 3

4 5 14 14

A

 
 
 

 
 
 

 

 
 تحويلبت الأساسية عمى صفوفيا.وذلك بتطبيق ال

 
 :أوجد مقموب المصفوفة -22





















113

201

221

A 

 تحويلبت الأساسية عمى صفوفيا.وذلك بتطبيق ال
 

 ": كيمي ىاممتون ستخدام مبرىنة "كل من المصفوفات التالية وذلك با أوجد مقموب -23
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233

141

394

)3

011

341

112

)2

541

541

442

)1 

 
 الحدود: ةكن كثير لت -24

464)( 23  xxxxf 
 :والمصفوفة





















464

100

010

A 

 .Af)(ب إيجاد والمطمو 
 

 :ختزل المصفوفةا -25





























551321

511321

280153

541342

A 

 إلى الشكل الدرجي.
 

 ستخدم خواص المحددات في إثبات أن:ا -26

1)

a x r x x a r x

b y s y y b s y

c z t z z c t z

 

  

 

 

 
2 3

2) 4 6 2 ( 12)

2 3

a r x a r x

b s y b s y

c t z c t z

 

  

 

 
3 3 3

3) 2 2 2

5 5 5

a b r s x y a r x

b c s t y z b s y

c t z c t z

  

    

 

 أن قيمة المحدد: أثبت -27

6

12910

756

9610
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 : أن ستخدام خصائص المحدداتبا أثبت -28
 

2

2

2

2

1

1
1) ( )( )( )( )( )( )

1

1

a a bcd

b b acd
a b a c a d b c b d c d

c c abd

d d abc

       

 

1

...

...

2) ( )...

. . . ... .

...

n

n n

a b a a a

a a b a a

b na ba a a b a

a a a a b









 



 

 

3

1 1 1 1

1 1 1 1
3) ( ) (4 )

1 1 1 1

1 1 1 1




 






  


 

 
2 3 2

2 3 2

2 3 2

2 3 2

1 1

1 1
4) ( )( )( )( )( )( )

1 1

1 1

a a bcd a a a

b b acd b b b
a b a c a d b c b d c d

c c abd c c c

d d abc d d d

        

1)1)(1(

...11

...........

1...1

1...1

)5  nn 







 

 
 أحسب مشتقة كل من المحددات التالية: -29
 

2

2 3

4 3 2 3

2 2

1 1 1 1 2

1) 2 5 2) 2 1 3)
2 3 1

1 0 3 2 1

x x x
x x

x x x x x x
x x

x x x x x
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 الصيغ التربيعية - يم والمتجهات الراتية لمصفىفة مسبعةالق

 :لمقيم الذاتية الميمة المسألة -1

AX لمقيم الذاتية في المصفوفات ىي حل المعادلات الميمة المسألةإن  X  حيث  مقدار سممي و
( , )( )n nA M R أو( , )( )n nA M C  و( ,1) ( )nX M R  أو( ,1)( )nX M C. 

)يمكن كتابة المعادلات السابقة بالشكل: ) 0A X  0، نلبحظ أن الحل التافو ليذه المعادلات ىوX  لذلك .
0Aنضع الشرط  I  لكي لا نحصل عمى ىذا الحل ) معرفة قيم 0التي تمنع الحلX   ليذه الجممة من
 المعادلات (.

0Aإن المعادلة الذاتية I  نيائياً من تعطي القيم الذاتية والتي ينعدم عندىا الحل التافو ، بل إنيا تعطي عدداً لا 
الحمول التي تحقق المعادلة المتجانسة   0A I X ويسمى .X بالمتجو الذاتي لممصفوفةA  المقابل لمقيمة الذاتية

 . 
 لمصفوفة مربعة ىي جذور المعادلة: إن القيم الذاتية :القيم الذاتية مبرىنة -2

det( ) 0 (1 4)A I   
 :الإثبات

][لتكن لدينا المصفوفة المربعة   ijaA  من المرتبةnإن القيم الذاتية لممصفوفة.A :ىي القيم التي تحقق العلبقة 

AX X :ونستطيع كتابة ىذه المعادلة بالشكل التالي 

              
11 12 1 1 1 1

21 22 2 2 2 2

1 2

... .

... .
(2 4)

... ... ... ... ... ... ...

... .

n

n

n n nn n n n

a a a X X X

a a a X X X

a a a X X X
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 وىذه الجممة تكتب بالشكل:

              
11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

( ). . ... . 0

. ( ). ... . 0
(3 4)

............................................................

. . ... ( ). 0

n n

n n

n n nn n

a X a X a X

a X a X a X

a X a X a X







     


     



     

 

وىي جممة معادلات خطية متجانسة ، عدد المعادلات فييا يساوي عدد المجاىيل ويكون ليذه الجممة حل غير الصفر إذا 
 نت مصفوفة الأمثال غير شاذة أي:كا

              
11 12 1

21 22 2

1 2

( ) ...

( ) ...
0 (4 4)

... ... ... ...

... ( )

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a










 



 

 وىذا المحدد يكتب بالشكل التالي:
              det( ) 0 (5 4)A I    0أو IA  . 
)detنسمي المعادلة ) 0A I  بالمعادلة المميزة  لممصفوفة المربعةA  وىي من الدرجةn  بــ . 

 .Aنسمي الجذور ليذه المعادلة بالقيم الذاتية لممصفوفة
AXمن العلبقة X نستنتج بأن كل قيمة ذاتية لممصفوفةA  يقابميا متجو ذاتي بصورة عامة وىذه المتجيات الذاتية

 إما أن تكون حقيقية أو تخيمية ) حسب كون القيم الذاتية المقابمة ليا حقيقية أو تخيمية(.
 :ةمأمث
 أوجد القيم الذاتية والمتجيات الذاتية لممصفوفة: -1

1 3

3 1
A

 
  
 

 

 الحل:
1 3

0 0 (1 )(1 ) 9 0
3 1

A I


  



        


 

2

1 22 8 0 4, 2          
 ( A)وىي القيم الذاتية لممصفوفة

 لإيجاد المتجيات الذاتية المقابمة لمقيم الذاتية السابقة:
 لدينا:  0A I X  :وبالتالي 

1 21

2 1 2

(1 ) 3 01 3 0

3 1 0 3 (1 ) 0

x xx

x x x



 

       
               

 

1من أجل القيمة الذاتية  4  :نجد 
1 2

1

1 2

3 3 0 1

3 3 0 1

x x
x

x x

     
      

 

2من أجل القيمة الذاتية  2   :نجد 
1 2

2

1 2

3 3 0 1

3 3 0 1

x x
x

x x
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 أوجد القيم الذاتية والمتجيات الذاتية لممصفوفة: -2

























021

612

322

A 

 
 الحل:

0)5()3(0

21

612

322

0 2 







 







IA 

 :Aمى القيم الذاتية لممصفوفةومنو نحصل ع
5,3,3 321   

 
 لإيجاد المتجيات الذاتية المقابمة لمقيم الذاتية:

 لدينا:
  0A I X  

 وبالتالي:

02

06)1(2

032)2(

0

0

0

.

21

612

322

321

321

321

3

2

1

































































xxx

xxx

xxx

x

x

x













 

3,3 من أجل القيمة الذاتية 21    :نجد 

032

0642

032

321

321

321







xxx

xxx

xxx

 

1,3نلبحظ أن   n  213وبالتالي يوجد  n :حلبن مستقلبن خطياً ىما 





































1

0

3

,

0

1

2

21 xx 

53 من أجل القيمة الذاتية   :نجد 

052

0642

0327

321

321

321







xxx

xxx

xxx

 

53والمتجو الذاتي المقابل لمقيمة  :ىو 





















1

2

1

3x 

 نتائج ىامة: -3
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1- 
1

( )
n

i

i

tr A


 

2- 
1

n

i

i

A 


 

 :(1)من خلبل المثال يمكن الـتاكد من 
1 2 (4) ( 2) 2      

( ) 1 1 2tr A    
 :(2)الـتاكد من 

(1)(1) (3)(3) 8A     
1 2 (4)( 2) 8      

 
 

 لمتجيين:الداخمي الضرب  4-
1الضرب الداخمي بين متجيين  تعريف: 1-4 2,x x  1من نفس الأبعاد ويرمز لو بالرمز 2,x x :يعطى بالشكل التالي 

              *

1 2 1 2, (6 4)Tx x x x        
 مثال:

 إذا كان:

1 2

1 2

2 , 0

3

i

x x

i

   
    
   
      

 

1أوجد 2 1 1, , ,x x x x. 

 الحل: 

 *

1 2 1 2

2

, 1 2 0 (1 )(2) 2(0) ( )(3) 2 5

3

Tx x x x i i i i i

 
            
 
  

 

 *

1 1 1 1

1

, 1 2 2 (1 )(1 ) (2)(2) ( )( ) 7T

i

x x x x i i i i i i

i

 
            
 
  

 

2وبالتالي: 
7u  طول المتجو (u  7يساوي .) 

 
 
 

 :الداخميخصائص الضرب  2-4
1بفرض لدينا المتجيات  2 1 2, , , , ,u v u u v v  و :مقدار سممي 
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1) *, ,u v u v  
2) , ,u v u v  
3) 1 2 1 2, , ,u v v u v u v   
4) 1 2 1 2, , ,u u v u v u v   
5) , ,u v v u 

 المتجيات المتعامدة: 3-4
u,نقول عن متجيين تعريف: 1-3-4 v  غير صفريين( إنيما متعامدان إذا كان حاصل الضرب الداخمي ليما يساوي(

 صفراً ، أي أن: 

              (7 4)        ,u v  متعامدان, 0u v   
 المتجيات الأولية في أي فضاء متعامدة مثنى مثنى. :(3)ملاحظة

 مثال:
 كي يتعامد المتجيان: أوجد قيم 

2

1 , 0

3 3

u v

   
    
   
      

 

 
 

 الحل:

* * * *

2

, 1 3 0 2 9 0 2 9 0

3

Tu v u v   

 
            
  

 

1إذا كان  2i     فإن*

1 2i    :وبالتالي لكي يتعامد المتجيان يكون 
*

1 2 1 22 9 0 2( ) 9 0 (2 9) ( ) 0i i               
1ومنو فإن:  29 2, 0    

 المتجيات المستقمة: 4-4
نقول عن المتجيات  تعريف: 1-4-4 ; 1,2,...,ix i n  إنيا غير مرتبطة خطياً )مستقمة خطياً( إذا وفقط إذا كان
 المجموع :

              
1 1 2 2

1

... (8 4)
n

i i n n

i

x x x x   


     

i(0iمساوياً لمصفر إذا كان فقط محققاً عند انعدام قيم المقادير السممية  لجميع قيمi ) 
 مثال:

 رتبطة خطياً.أثبت أن المتجيات الأولية لأي فضاء ىي متجيات غير م
 الحل:
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 إذا أخذنا الفضاء ثنائي الأبعاد فإن:
1

1 2

2

01 0 0

00 1 0


 



     
               

 

 أي أنيا غير مرتبطة خطياً.
 وبشكل مشابو أذا أخذنا الفضاء الثلبثي الأبعاد فإن:

1 2 3 1 2 3

1 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0

     

       
             
       
              

 

 أي إنيا غير مرتبطة خطياً.
 الأولية لأي فضاء ىي متجيات غير مرتبطة خطياً. وبشكل عام إذا ما أخذنا أي فضاء فإن المتجيات

 المتجيات المتعامدة عمى بعضيا البعض تكون غير مرتبطة خطياً. مبرىنة: 2-4-4
عكس المبرىنة السابقة غير صحيح أي إذا كانت المتجيات :(2)ملاحظة ix  غير مرتبطة خطياً فيذا لا يعني بالضرورة

  دة. أنيا متعام
 مثال:

2المتجيان  2
,

3 6
v u

   
    
   

 غير مرتبطين خطياً لكنيما ليسا متعامدين. 

 
 المصفوفة المتعامدة: 5-4

بفرض لدينا  تعريف: 1-5-4 ; 1,2,...,ix i n  مجموعة من المتجيات المتعامدة )عمى بعضيا البعض(.إن
 ( تسمى مصفوفة متعامدة. Aكصفوف )ولتكن المصفوفة المصفوفة التي تضم ىذه المتجيات كأعمدة أو

TA*إن نتيجة ضرب  مبرىنة: 2-5-4 A ىو مصفوفة قطرية إذا وفقط إذا كانت أعمدةA  ىي مجموعة من
TA*المتجيات المتعامدة وبالتالي A  أو*TA A  ) ستكون مصفوفة قطرية عناصرىا ىي مربعات مقاييس ) أطوال

 متجيات الأعمدة )أو الصفوف( في المصفوفة.    
 

 :)خواص القيم والمتجيات الذاتية( مبرىنات 3-5-4
 القيم الذاتية لممصفوفة الصفرية ىي أصفار. -1

 الإثبات:
0 0 0 0 0n nA I I          

;0وبالتالي:            1,2,...,i i n    
 القيم الذاتية لممصفوفة الواحدية ىي الواحد. -2

  الإثبات:

0 (1 ) 0 (1 ) 0 (1 ) 0n nA I I I I I                
;1وبالتالي:            1,2,...,i i n    

1القيم الذاتية لممصفوفة القطرية -3 2( , ,..., )nD diag    ر القطر الرئيسي أي:ىي عناص 
; 1,2,...,i i i n   ، ومتجياتيا الذاتية ىي المتجيات الأولية 
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 الإثبات:

1

2

3

1

0 0 ... 0

0 0 ... 0

0 ( ) 00 0 ... 0

... ... ... ... ...

0 0 0 0

n

i

i

n

D D I





  





 
 
 

       
 
 
  

 

 وبالتالي:
; 1,2,...,i i i n    

عند:
i i  : لدينا 

1 1

2 2

3 3

( )

0 0 ... 0 0

0 0 ... 0 0

( ) 0 0 0 ... 0 0

... ... ... ... ... ... ...

0 0 0 0 0

ii

i

i

i i i

i n n

xD I

b

b

D I x b

b



 

 

  

 



     
     
     

        
     
     
          

 

)ت:وبالتالي نحصل عمى المعادلا ) 0; , 1,2,...,i j jb i j n     
 أي أن:

0 ;

1 ;
j

j i
b

c j i


 

 
 

1cقيمة اختيارية ) اخترنا  cحيث  وبالتالي المتجو الذاتي المقابل لمقيمة الذاتية )i  ىو المتجو الأولي رقمi. 
 فقط إذا كانت إحدى قيميا الذاتية صفراً. مصفوفة شاذة إذا و Aتكون المصفوفة -4

 الإثبات:

من الخاصة
1

n

i

i

A 


 إذا كانت إحدى القيم الذاتية صفراً فإن المحددA مصفوفةينعدم وىذا يعني أن الA   .شاذة 

 ليما نفس القيم الذاتية. TAو Aالمصفوفتان -5
 الإثبات:
TAنعمم أن A :وبالتالي فإن 

 
T

T TA I A I A I       

 ليما نفس الحدودية الذاتية وىذا يؤدي بدوره إلى أن ليما نفس القيم الذاتية. TAو Aأي أن
 مصفوفة غير شاذة فإن: Bإذا كانت -6
1)-1,A B AB .ليما نفس القيم الذاتية 
1Bالمتجيات الذاتية لــ  -(2 AB 1ىي حاصل ضربB   في المتجيات الذاتية لــA. 

  الإثبات:
1)- 1 1 1 1 1( )B AB I B AB B B B A I B B A I B               

                                         1B B A I A I     
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A,1وىذا يعني أن المصفوفتين B AB .ليما نفس الحدود الذاتية وبالتالي نفس القيم الذاتية 
1Bلممصفوفةىو المتجو الذاتي  vوأن المقابل لمقيمة الذاتية  Aىو المتجو الذاتي لممصفوفة uلنفرض أن  -(2 AB 

 ، إذاً:المقابل لنفس القيمة الذاتية 
              (9 4)Au u  

 وكذلك:
              1 ( ) ( ) (10 4)B ABv v ABv Bv A Bv Bv         

1uنستنتج أن:   (4-10)و (4-9)بمقارنة   Bv v B u                         
ذا كانت  Aإذا كانت -7 jمصفوفة حقيقية فإن معاملبت الحدودية الذاتية ليا تكون حقيقية وا  j jiB    قيمة ذاتية

*عقدية ليا فإن مرافقيا 

k j j jiB     ىو أيضاً قيمة ذاتية لممصفوفةAأيضاً إذا كان.ju  ىو المتجو الذاتي
فإن المتجو الذاتي jالمقابل لمقيمة الذاتية العقدية

ku المقابل لمقيمة الذاتية
k ىو مرافقju يأ*

k ju u  بدون(
 برىان(.    

ون أيضاً متجو ذاتي عدد( يك )uفإن والمقابل لمقيمة الذاتية  Aىو متجياً ذاتياً لممصفوفة uإذا كان -8
 .ومقابلًب لنفس القيمة الذاتية  Aلممصفوفة
  الإثبات:

( ) ( )Au u Au u A u u          
 .ة مقابل لمقيمة الذاتي Aمتجو ذاتي لممصفوفة uوبالتالي فإن

 .nقيمة ذاتية ذات تكرار فإننا نقول أن  nعدداً من المرات مقداره  إذا تكررت القيمة الذاتية  تعريف: 4-5-4
 ، بحل جممة المعادلات:  nذات تكرار Aقيمة ذاتية لممصفوفة نت إذا كا :(1)ملاحظة

  0A I X  نحصل عمى الأكثر عمىn             .من المتجيات الذاتية المستقمة 
1وكانت  nذات تكرار Aقيمة ذاتية لممصفوفة إذا كانت  -9 2, ,..., nu u u  ىي المتجيات الذاتية المقابمة لمقيمة الذاتية

  فإن التركيب الخطي
1

n

i i

i

u


  ىو أيضاً متجو ذاتي لممصفوفةA  ومقابل لمقيمة الذاتية. 

ولنفس المتجو  nAتكون قيمة ذاتية لممصفوفة  nفإن  uوليا المتجو الذاتي Aقيمة ذاتية لممصفوفة إذا كانت  -10
1Aعدد صحيح( وبشرط وجود  n) uالذاتي . 

 3Aخاصة ، عمى سبيل المثال إذا كان المطموب حساب القيمة الذاتية لــــ أىمية (10)لممبرىنة الأخيرة  إن :(4)ملاحظة
)ليا  Aوأيضاً المتجيات الذاتية المقابمة ليا. فإذا كانت Aفإننا نحسب القيمة الذاتية لـــ , )u 3فإنA  يكون

)3ليا , )u 3ولا داعي لحسابA .كمصفوفة       
)ليا  Aإذا كانت -11 , )u فإن( )f A يكون ليا ( ),f u :حيث 

1

( )
n

i

i

i

f A a A


. 
)ليا Aمثلًب إذا كانت أيضاً ، خاصة أىمية (11)لممبرىنة الأخيرة  إن :(5)ملاحظة , )u  :2فإن( 3 5 )A A I    ليا

2( 3 5, )u   ،  sin( )A  ليا sin( ),u  ، Ae  ليا ,e u داعي لحساب الدالة المصفوفية. ولا  

المتناظرة الحقيقية تكون قيماً حقيقية ومتجياتيا الذاتية تكون متعامدة وذلك إذا كانت قيميا  القيم الذاتية لممصفوفة -12
i;ذاتية مختمفة عن بعضيا البعض )أي إذا كانت ال j i j    )ختلبف يمكن جعميا متعامدة. وفي حالة عدم الا   

 مثال:
 لتكن لدينا المصفوفة:
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2 0 1

0 2 1

1 1 1

A

 
  
 

  

 

 والمطموب:
 لمتجيات الذاتية الموافقة ليا.وأيضاً ا Aأوجد القيم الذاتية لممصفوفة المتناظرة -1
 أثبت أن ىذه المتجيات متعامدة مثنى مثنى. -2

 الحل:

نحل المعادلة:      -1
2 0 1

0 0 2 1 0

1 1 1

A I



 





     

 

   

 ومنو:
2)وىي القيم الذاتية لممصفوفة المتناظرة(

1 2 3(2 )( 3 ) 0 0, 2, 3            
 لقيم مستقمة خطياً)القيم الذاتية مختمفة(.فإن المتجيات الذاتية المقابمة ليذه ا (12)المبرىنة وحسب

 لنوجد أولًا ىذه المتجيات الخاصة المقابمة ليذه القيم:
1من أجل القيمة  0  :نجد 

1 3

1 3

2 3

2 3

1 2 3

2 0
1 2

2 0
1 2

0

x x
x x

x x
x x

x x x

  
 

  
   

 

1ومنو نحصل عمى المتجو الذاتي المقابل لمقيمة الذاتية  0 : 

1

1 2

1 2

1

x

 
 
 
  

 

2وبشكل مشابو بالنسبة لمقيمة الذاتية  2  :نحصل عمى المتجو الذاتي 

2

1

1

0

x

 
 
 
  

 

3وبالنسبة لمقيمة الذاتية  3  :نحصل عمى المتجو الذاتي 

3

1

1

1

x

 
  
 
  

 

 المتجيات متعامدة مثنى مثنى نكتب: لإثبات أن ىذه -2

   2 3

1

1 1 0 1 1 1 0 0

1

Tx x

 
        
 
  

 

   1 2

1

1 2 1 2 1 1 1 2 1 2 0 0

0

Tx x
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   1 3

1

1 2 1 2 1 1 1 2 1 2 1 0

1

Tx x

 
          
 
  

 

 وىذا يعني أن المتجيات الذاتية المقابمة لمقيم الذاتية المختمفة تكون متعامدة مثنى مثنى.
 ظرة متخالفة فإن:مصفوفة  متنا Aإذا كانت -13

 قيميا الذاتية تكون تخيمية. -(1
 متجياتيا الذاتية تكون متعامدة مثنى مثنى )إذا كانت القيم الذاتية مختمفة(. -(2

 مصفوفة ىرميتية فإن: Aإذا كانت -14
 قيميا الذاتية تكون حقيقية. -(1
 ثنى )إذا كانت القيم الذاتية مختمفة(.متجياتيا الذاتية تكون متعامدة مثنى م -(2

 مصفوفة ىرميتية متخالفة فإن: Aإذا كانت -15
 قيميا الذاتية تكون تخيمية. -(1
 متجياتيا الذاتية تكون متعامدة مثنى مثنى )إذا كانت القيم الذاتية مختمفة(. -(2

 تمفة تكون مستقمة.المتجيات الذاتية المقابمة لقيم ذاتية مخ -16
 مثال:

1 لثبت أن المتجيات الذاتيةفي المثال السابق  2 3, ,x x x :ًمستقمة خطيا 
 الحل:

 الطريقة الأولى:
 نوجد محدد المصفوفة:

1 2 1 1

1 2 1 1

1 0 1

A

 
  
 
  

 

  المكونة من المتجيات الذاتية فنجد:
det 3 0A    1 الذاتية متجياتوىذا يبين أن ال 2 3, ,x x x .ًمستقمة خطيا 

 ويمكن بطريقة ثانية:
2 0

2 0

0 0

u v w

u v w

u w

       
          
       
              

 

 ومنو نحصل عمى جممة المعادلات:

0

02

02







wu

wvu

wvu

 

0uبحل ىذه الجممة نجد:  v w   .ًوىذا يعني أن المتجيات مستقمة خطيا 
 :لمتقطيرالقابمة  المصفوفة 6-4
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، والعلبقة التالية Aىي المصفوفة التي تحتوي عمى المتجيات الذاتية لممصفوفة Tالمصفوفة الظاىرية  تعريف: 1-6-4
)ليا  Aصحيحة لأي مصفوفة مربعة  , )u:AT TD حيث(D  مصفوفة قطرية عناصر قطرىا ىي القيم الذاتية

 .كأعمدة( Tفي المصفوفة Aوبنفس ترتيب وضع المتجيات الذاتية لممصفوفة  Aلممصفوفة
 المتجيات الذاتية المستقمة:    2-6-4

)مستقمة فإن: Aإذا كانت المتجيات الذاتية لــــ  )T n   1ويكونT   :موجوداً وبالتالي 
              1 (11 4)T AT D

   
 في ىذه الحالة بالمصفوفة القابمة لمتقطير. Aلقطرية. وتسمى المصفوفةوتسمى ىذه الصيغة بــــ ا

 (.  Dمتناظرة مع Aونقول بأن
 أمثمة:

 حول المصفوفة: -1
2 1 0

0 1 1

0 0 3

A

 
 
 
  

 

 إلى الشكل القطري.
 الحل:

1ىي : Aلذاتية لممصفوفةإن القيم ا 2 32, 1, 3      
 والمتجيات الذاتية المقابمة ليا ىي:

1 2 3

1 1 1

0 , 1 , 1

0 0 2

x x x

     
        
     
          

 

 ىي:   Aلممصفوفة  Tنلبحظ أن المتجيات الذاتية مستقمة لأن القيم الذاتية مختمفة وبالتالي فإن المصفوفة الظاىرية
1 1 1

0 1 1

0 0 2

T

 
  
 
  

 

1Tأما   1موجود )يترك لمطالب إيجاد المقموبT :ىو  ) 

1

1 1 1

0 1 1 2

0 0 1 2

T 

 
  
 
  

 

 وتكون المصفوفة القطرية بالشكل:

1

1 1 1 2 1 0 1 1 1 2 0 0

0 1 1 2 0 1 1 0 1 1 0 1 0

0 0 1 2 0 0 3 0 0 2 0 0 3

T AT D



       
             
       
              

 

 حول المصفوفة: -2
2 1 1

2 3 4

1 1 2

A

 
 
 
    

 



 أ. دياب شغري                                                                                       الرياضيات العالية

 114 

 إلى الشكل القطري. 
 الحل:

)detلنوجد القيم الذاتية من خلبل  ) 0A I  :ومنو نجد 
(1 )(1 )( 3) 0      

 وبالتالي القيم الذاتية:
1 2 31, 1, 3      

 والمتجيات الذاتية المقابمة ليا ىي:

1 2 3

2 0 1

3 , 1 , 1

1 1 0

x x x

     
        
     
           

 

 وىذه المتجيات مستقمة خطياً لأن القيم الذاتية مختمفة.
 إن:

1 0 2

1 1 3

0 1 1

T

 
  
 

   

 

1T أما   : 

1

1 2 1 2 1 4

1 4 1 4 5 4

1 4 1 4 1 4

T 

  
    
 
  

 

 ومنو:

1

1 2 1 2 1 4 2 1 1 1 0 2 1 0 0

1 4 1 4 5 4 2 3 4 1 1 3 0 1 0

1 4 1 4 1 4 1 1 2 0 1 1 0 0 3

T AT D



        
                
       

                   
لمصفوفة القطرية مباشرة بكتابة القيم الذاتية بالترتيب عمى القطر كتابة ا (3) يمكننا استناداً إلى المبرىنة  :(6ملاحظة)

 بقية العناصر تكتب أصفاراً فنحصل عمى المصفوفة المطموبة.  الرئيسي و

 الصيغ التربيعية: 7-4
x,إن الصيغة العامة لممعادلة من الدرجة الثانية في  y :ىي 

       2 2( , ) 2 0 (12 4)f x y ax bxy cy dx ey f        
2ويمكن وضع 22ax bxy cy  :بالصيغة المصفوفية الآتية 

               2 22 (13 4)
a b x

ax bxy cy x y
b c y

   
      

   
 

 تسمى ىذه الصورة بالصيغة التربيعية في متغيرين التي يمكن كتابتيا بالشكل:
              ( ) (14 4)

T
Q x x A x    

 حيث:
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x
x

y

 
  
 

   ،A  مصفوفة متناظرة حقيقية وىذه الصورة تسمى أيضاً بالقطاعات المخروطية. معظم الأشكال القطاعية

 ( وبالتالي الصورة المبسطة لممعادلات التربيعية ىي:4-1تأتي من تقاطع مستوي مع مخروط دائري قائم مزدوج )الشكل

 قطع ناقص: -1
 
 
 :قطع زائد -2
 
 قطع مكافئ: -3
 
 
 
 
 
 

 يمكن أن تمثل الصيغة التربيعية خطين مستقيمين أو تمثل نقطة أو تمثل منحنياً تخيمياً.
 أمثمة:

2المعادلة   -1 2 0x y  (4-2تمثل خطين مستقيمين. انظر)الشكل 
 
 
 
 
 
 

2لأن:  2 0 ( )( ) 0x y x y x y      
0xوبالتالي: مستقيمين( y ،0x y  معادلتي(

2المعادلة:   -2 2 0x y   (0,0)تمثل نقطة ولا تتحقق إلا في النقطة  . 
2المعادلة:  -3 2 1 0x y   ي لا يمكن رسمو في المستوي الحقيقي. تمثل منحنياً تخيمياً . لا تتحقق لأية نقطة وبالتال 
2المعادلة:  -4 23 2 18 8 13 0x y x y     تمثل معادلة قطع زائد مركزه النقطة 

(3,2) . 
  يمكن كتابة المعادلة بالشكل:

  

 

 

 

 (4-1)الشكل
 

 (4-2)الشكل
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2 2

2 2

2 2

2 2

(3 18 ) (2 8 ) 13 0

3( 6 9) 2( 4 4) 13 3(9) 2(4) 0

3( 2) 2( 2) 6 0

3 2 6 0; 2, 2

x x y y

x x y y

x y

x y x x y y

    

        

    

         

 

 ومنو:
2 2

2 23 2 6 1
2 3

x y
x y

 
       (.4-3)الشكل (3,2)هوىي معادلة قطع زائد مركز 

 
 
  

                                                                 
 
 
 

الأشكال القياسية بنقل أو  يمكن الحصول عمى 
      دوران المحاور الإحداثية.

 بكتابة المعادلة بالصورة المصفوفية:بالنسبة لدوران المحاور يجب عمينا معرفة كيفية تحديد زاوية الدوران وذلك 

                  0 (15 4)
a b x x

x y d e f
b c y y

     
        

     
 

 أي:
              0 (16 4)Tx Ax Bx f    

 متناظرة وبالتالي يمكن جعميا قطرية أي إن: Aومن المعموم أن المصفوفة 
              (17 4)TP AP D  

1ىي المصفوفة الظاىرية والتي تحتوي عمى المتجيات الذاتية المتعامدة  Pثحي 2, ,..., nv v v  
1المقابمة لمقيم الذاتية 2, ,..., n   لممصفوفةA. 

 
 ومن المعموم أن: 

              ; , (18 4)
x x

x px x x
y y

   
          

  

 وبالتالي:
2 2

1 2( ) ( ) (19 4)
T T TT Tx Ax px A px x p Apx x D x x y               

 حيث:

              1

2

0
(20 4)

0
D





 
  
 

 

)لتكن مبرىنة: 1-7-4 )
T

Q x x A x   (2,2)صيغة تربيعية حيث[ ]ijA a  مصفوفة مربعة ومتناظرة ، فإنو يوجد

 إلى انعدام الحد البيني )الداخمي( بحيث يكون: دوران يؤدي

 (4-3)الشكل
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              2 2

1 2( ) (21 4)Q x x y      

حيث:
1 2,  ىي القيم الذاتية لممصفوفةA  و 1 2p v v  وx px   و

1 2,v v  ىي المتجيات الذاتية الأولية

1Tpبحيث يك ن  Aلممصفوفة p  :وكذلك يكون 

              2
2 (22 4)

b
tan

a c
  


 

 حيث:

 

              (23 4)               cos sin

sin cos
p

 

 

 
  
 

    

 (4-4انظر)الشكل

 
 
 
 

 (:7ملاحظة)
 المعادلة بعد الدوران تصبح: -1

             0 ( ) 0 (24 4)T T Tx Ax Bx f x p Ap x Bpx f         
  

              2 2

1 2 0 (25 4)x y d x e y f             
 

حيث:   ,Bp d e p d e   مع عدم تغيير المعامل الثابتf .لممعادلتين 
1إذا كان لـ  -2 2,   ذا كانت نفس الإشارة فالناتج قطع ناقص ، أما إذا كانتا من إشارتين متعاكستين فالناتج قطع زائد، وا 

 إحداىما فقط صفراً فالناتج قطع مكافئ.
2نلبحظ أن:  -3 2,a c a c b ac b ac            

 لأن:

0 0
a b

A I
b c







    



2( )( ) 0a c b      

2 2( ) ( ) 0a c b ac      
2 2

1,2

( ) ( ) 4( )

2

a c a c b ac


    
  

2

1 2 1 2, ( )a c b ac          
 أمثمة:

 ماىو شكل القطاع المخروطي الذي تمثمو المعادلة:  -1

 ( 4-4)الشكل
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2 216 24 9 15 20 0x xy y x y     
 الحل:

 من المعادلة نلبحظ أن:

 16 12

12 9
A

 
  
 

، 15 20B   ،
1 225, 0  ،

1 2

4 31 1
,

3 45 5
v v

   
    

   
  

 وبالتالي فإن:

  1

1 2

2

04 3 25 01
;

03 4 0 05

Tp v v p Ap




     
       

    
 

 ومنو:

  2
25 0

25
0 0

T
x

x Ax x y x
y

   
           

 

 
4 31

15 20 25
3 45

x
Bpx y

y

   
          

 

2والمعادلة  216 24 9 15 20 0x xy y x y      
 تأخذ الشكل:

  2 225 25 0x y y x       (.  4-5انظر)الشكل فئوىي معادلة قطع مكا 
 
 
 
 

                                                                            
 

 من: وتتحدد زاوية الدوران
2 24 24

2 36.87
16 9 7

b
tan

a c
     

 
 

3حيث  1vمن عناصر المتجو ويمكن أيضاً حساب
tan

4
 . 

 ماىو شكل القطاع المخروطي الذي تمثمو المعادلة:  -2
2 234 24 41 40 30 25 0x xy y x y      

 الحل:
 من المعادلة نلبحظ أن:

 34 12

12 41
A

 
   

، 40 30B    ،1 225, 50  ،1 2

4 31 1
,

3 45 5
v v

   
    

   
 وبالتالي فإن: 

  1

1 2

2

04 3 25 01
;

03 4 0 505

Tp v v p Ap




     
       

    
 

 ومنو:

 
 (4-5)الشكل
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  2 2
25 0

25 50
0 50

T
x

x Ax x y x y
y

   
             

 

 
4 31

40 30 05
3 45

x
Bpx x

y

   
           

 

 والمعادلة:
2 234 24 41 40 30 25 0x xy y x y      

 تأخذ الشكل:
2 2 225( 1) 50 50x y    

 أو:
2 2 2( 1)

1
2 1

x y 
  

xوىي معادلة قطع ناقص محوره     عن محور 36.87يدور بزاويةx  (1,0)ومركزه النقطة   

xعمى المحاور y ( وتتحدد زاوية الدوران4-6. انظر)الشكل :3من
36.87

4
tan          . 

                  
 
 
 
 
2أثبت أنو إذا كان  -3 0b ac   :فإن المعادلة 

2 22 0ax bxy cy dx ey f      
 تمثل قطعاً مكافئاً.

 الحل:
 نلبحظ أن:

a b
A

b c

 
  
 

 

 تتحدد من:  Aوالقيم الذاتية لممصفوفة
20 0 ( )( ) 0

a b
A I a c b

b c


  




        


 

2 2
2 2

1,2

( ) ( ) 4( )
( ) ( ) 0

2

a c a c ac b
a c b ac  

    
        

1لتمثل المعادلة المعطاة قطعاً مكافئاً يجب أن تكون إحدى القيم الذاتية ولتكن مثلًب   0   

ومنو:                     
2 2

2 2

1

( ) ( ) 4( )
0 ( ) ( ) 4( )

2

a c a c ac b
a c a c ac b

    
        

2 2 2 2 2( ) ( ) 4( ) 0 0a c a c ac b ac b b ac            
 وىو المطموب.

 

 (4-6)الشكل
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 يمكن إثبات أن المعادلة: (:8ملاحظة)
2 22 0ax bxy cy dx ey f      

2تمثل قطعاً زائداً إذا كان  0b ac   2في حين تمثل قطعاً ناقصاً إذا كان 0b ac . 
 :الحالة العامة8-4 

 التربيعية: مبرىنة المحاور الأساسية لمصيغة 1-8-4
)إذا كانت ) TQ x x A x    (2,2)صيغة تربيعية حيث[ ]ijA a  ومتناظرة  ولتكنp  بحيثTp Ap D 

xفإن: px  :يحول الصيغة إلى التالي 
              2 2 2

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ... ( ) (26 4)n nQ x x x x          
حيث  i ىي مجموعة القيم الذاتية لممصفوفةA. 

 الإثبات:
2

1

( ) ( ) ( ) ( )
n

T T T

i i

i

Q x x A x px A px x D x x 


          

 تعاريف: 9-4-1
)موجبة فإن  Aإذا كانت جميع القيم الذاتية لممصفوفة -1 ) 0Q x   0إلا إذا كانx   وتسمى الصيغة ،

)التربيعية )Q x  .ًفي الحالة موجبة تحديدا 
ذا كانت جميع القيم الذاتية لممصفوفة -2 )سالبة فإن  Aوا  ) 0Q x   0إلا إذا كانx   وتسمى الصيغة ،

)التربيعية )Q x  .ًفي الحالة سالبة تحديدا 
ذا كانت القيم الذاتية لممصفوفة -3 )غير محدودة الإشارة فإن الصيغة التربيعية  Aوا  )Q x  .ًتكون غير محددة أيضا 
)التربيعية تسمى الصيغة  -4 )Q x  0شبو موجبة تحديداً إذا كان;i i    0تحديداً إذا كانوشبو سالبة;i i   

i;0وغير منحمة إذا كان i    وذلك لأن
1

n

i

i

A 


 0وبالتالي فإنA  0إذا كان;i i  . 

 أمثمة:
 بين أن الصيغة التربيعية: -1

2 2 2( , , ) 2 5 2 2Q x y z x y z xz    
 موجبة تحديداً .

 الحل:
2 0 1

0 5 0

1 0 2

A

 
 
 
  

 

1ومنو  2 35, 3, 1     0وبالتالي;i i   . 
 عية:بين أن الصيغة التربي -2

( , , ) 6 8Q x y z xz yz  
 غير محددة .

 الحل:
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0 3 0

3 0 4

0 4 0

A

 
 
 
  

 

ومنو 
1 2 30, 5, 5     . 

 أثبت أن الصيغة التربيعية: -3
2 2( , ) 2 0Q x y ax bxy cy    

 تكون:
)2موجبة تحديداً إذا كان  -1 0, 0)a ac b    . 
)2سالبة تحديداً إذا كان  -2 0, 0)a ac b    . 
)2غير محددة إذا كان  -3 0)ac b   . 

 الحل:
2 2 2

1 2 1 2

a b
A A ac b ac b b

b c
   

 
             
 

 

0إذا كانت  0ذا يعني أنهac  2)لأن 0b وبالتالي فإن ),a c .ليما نفس الإشارة 
1وكذلك 2,  1ليما نفس الإشارة )لأن 2 0   . ) 

1ولكن نعمم أن:  2 ( )a c tr A     1إذن 2, , ,a c       :ليا جميعاً نفس الإشارة فإذا كانت 
1- 2( 0, 0)a ac b     1عني )أنىذا ي 2, 0  وبالتالي تكون )Q   .ًموجبة تحديدا 

2- 2( 0, 0)a ac b     1ىذا يعني )أن 2, 0  وبالتالي تكون )Q    .ًسالبة تحديدا 

3- 2( 0)ac b    أن( 1ىذا يعني  2أو أي أن )1سالبة 2,  ليما إشارات مختمفة وبالتاليQ  .غير محددة 

 مصفوفة مربعة فإن المحدد: Aإذا كانت تعريف: 3-9-4

              
11 12 1

21 22 2

1 2

...

...
(27 4)

... ... ... ...

...

k

k

k

k k kk

a a a

a a a

a a a

   

 أي: Aيعرف عمى أنو المحدد لمعناصر العميا اليسرى من المصفوفة

              11 12

1 11 2 11 22 12 21

21 22

, ,..., (28 4)n

a a
a a a a a A

a a
         

)إذا كان مبرىنة: 4-9-4 ) TQ x x Ax صيغة تربيعية حيث nx R وA :مصفوفة متناظرة فإن 
1-( )Q x  تكون موجبة تحديداً إذا وفقط إذا كان( 0; )k k  . 

2-( )Q x  تكون سالبة تحديداً إذا وفقط إذا كان ( 1) 0;k

k k   . 

1أي إذا كانت: 2 3 4( 0, 0, 0, 0,...)         
3-( )Q x تكون غير محددة إذا كانk .ًموجباً أحياناً وسالباً أحيانا 
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0Aولا يمكن تحديد شيء ما إذا كان . 

 أمثمة:
 إذا كان: -1

3 1 2

1 2 1

2 1 5

A

 
  
 

  

 

 فإن : 

1 2 3

3 1
3, 5, 10

1 2
A


         


 

 وبالتالي فإن:
2 2 2( , , ) 3 2 5 2 4 2Q x y z x y z xz xz yz       

 تكون غير محدودة.
 إذا كان: -2

1 1 2 1

1 3 0 3

2 0 9 6

1 3 6 19

A

 
  
 

 
 

  

 

 فإن :

1 2 3 4

1 1 2
1 1

1, 2, 1 3 0 , 24
1 3

2 0 9

A




          


 

 وبالتالي فإن:
2 2 2 2

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 1 3 1 4 2 4 3 4( , , , ) 3 9 19 2 4 2 6 12Q x x x x x x x x x x x x x x x x x x        .ًتكون موجبة تحديدا 
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 : أمثمة
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 تمارين محمولة

 

ما مساويةلممصفوفة الدورية تكون إما مساوية لمصفر  أثبت أن القيم الذاتية -1  لمواحد. وا 

 الحل:
2Aلممصفوفة الدورية تكون  ونعمم أن A :وبالتالي فإن 

2 2 0 ( 1) 0 0,1               
 ممصفوفة: أوجد القيم والمتجيات الذاتية ل -2

2 1 1

2 3 4

1 1 2

A

 
 
 
    

 

 الحل: 
)detالقيم الذاتية لمصفوفة مربعة ىي جذور المعادلة:  ) 0A I   

2 1 1

2 3 4 0 (1 )(1 )( 3) 0

1 1 2



   





      

   

 

1ىي:  Aوبالتالي القيم الذاتية لممصفوفة 2 31, 1, 3       
 نكتب جممة المعادلات التي تعين مركبات ىذه المتجيات: Aالذاتية المقابمة لمقيم الذاتية لممصفوفة ولإيجاد المتجيات
لدينا المعادلة:      0A I X   

 أو:
1

2

3

2 1 1 0

2 3 4 0

1 1 2 0

x

x

x







     
      
     
             

 

 ومنو نحصل عمى المعادلات التالية:

1 2 3

1 2 3

1 2 3

(2 ) 0

2 (3 ) 4 0

(2 ) 0

x x x

x x x

x x x







   

   

    

 

1من أجل القيمة الذاتية 1  :نحصل عمى الجممة التالية 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

0

2 2 4 0

3 0

x x x

x x x

x x x

  

  

   

 

3بحل ىذه الجممة نجد:   0x     ،1 2 0x x   
1ومنو المتجو الذاتي المقابل لمقيمة 1  :ىو 
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1

1

1

0

x

 
  
 
  

 

من أجل القيمة الذاتية
2 1   وبشكل مشابو لمطريقة السابقة نحصل عمى المتجو الذاتي المقابل لمقيمة

2 1  : 

2

0

1

1

x

 
 
 
  

 

من أجل القيمة الذاتية
3 3  متجو الذاتي المقابل لمقيمةنحصل عمى ال

3 3  : 

3

2

3

1

x

 
 
 
  

 

 :التي تجعل المصفوفة bو aأوجد قيم  -3
5 3

1 4

8 2 6

a

A b

 
 
 
  

 

 :ليا متجو ذاتي 
1

1

1

u

 
 
 
  

 

 يم والمتجيات الذاتية الأخرى.ثم أوجد الق
 الحل:

15 3 1 1 16

1 4 1 1 8

8 2 6 1 1 11

a

Au u b a

b



 

     
          
     

          

 

0Aنحل المعادلة  I  :نحصل عمى 
 3 2 215 20 576 0 ( 16)( 36) 0              

 ومنو:

2,3

1 143

2

i


 
 

 :لتكن لدينا المصفوفة -4
5 2 4

2 2 2

4 2 5

A

  
  
 
  

 

 والمطموب:
 .  Aمتجيات الذاتية لممصفوفةأوجد القيم وال -1
1Bأوجد أيضاً  -2 AB حيثB ىي المصفوفة المكونة من المتجيات الذاتية لممصفوفةA    
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 كأعمدة.   
 الحل:

وىي:  Aلنوجد القيم الذاتية لممصفوفة
1 2 31, 10    . 

 ثم نوجد المتجيات الذاتية وىي:

1 2 3

1 1 2

2 , 0 , 1

0 1 2

x x x

     
       
     
          

 

نلبحظ أن
1 2,x x مستقلبن خطياً عمى الرغم أن ليا نفس القيمة الذاتية

1 2 1  كذلك نلبحظ أن ،
3x  يعامد كلًب

من
1 2,x x . 

 لدينا:

1

1 1 2 1 4 1
1

2 0 1 4 2 5
9

0 1 2 2 1 2

B B 

    
      
   

      

 

1Bومنو لنوجد AB   : 
1

1

2

3

1 1 2 5 2 4 1 4 1 1 0 0 0 0
1

2 0 1 2 2 2 4 2 5 0 1 0 0 0
9

0 1 2 4 2 5 2 1 2 0 0 10 0 0

B AB









            
             
         

                   

 

 تجعل من مصفوفة الدالة التربيعية: 2Rأوجد قاعدة لمفضاء  -5
2:Q R R 

 والمعرفة بالصيغة التالية:
2 2

1 2 1 1 2 2( , ) 4Q x x x x x x   
 مصفوفة قطرية.

 الحل:
 إن مصفوفة الدالة التربيعية بالنسبة لمقاعدة الطبيعية ىي:

1 2

2 1
M

 
  
 

 

1PMPالتي تحقق Pلنوجد المصفوفة  وفة قطرية.مصف 
 ويكون: Mنوجد القيم الذاتية والمتجيات الذاتية لممصفوفة

1 2 1 2

1 2 1 2
P

 
  

  

 

 والمصفوفة القطرية:
3 0

0 1
D

 
   

 

 الطبيعية:عمى القاعدة  Pوالقاعدة المطموبة ىي قاعدة ناتجة من تأثير المصفوفة
 1 2(1,0), (0,1)S A A   

 أي أن:
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2 1 21 2 1 2 ( 1 2 ,1 2)B A A    ،
1 1 21 2 1 2 (1 2 ,1 2)B A A   

 التربيعية التالية بالصيغة المصفوفية: ةكتب الصيغا -6
32

2

3

2

23121

2

1321 2642),,( xxxxxxxxxxxxQ  
 الحل:

  xAx

x

x

x

xxxxxxQ T 











































3

2

1

321321

113

112

322

),,( 

 ة:التربيعية التالية بالصيغة المصفوفي ةكتب الصيغا -7
31144332

2

4

2

3

2

221

2

14321 125104322),,,( xxxxxxxxxxxxxxxxxxQ  
  الحل:

  xAx

x

x

x

x

xxxxxxxxQ T 

















































4

3

3

1

43214321

42506

253521

0521

62111

),,,(

 
 اكتب الصيغة التربيعية التالية: -8

2 2

1 2 1 1 2 2( , ) 4Q x x x x x x   
1بمتغيرات جديدة  2,y y .أي تدوير المحاور ( بحيث تكون قطرية ( 

 الحل:
عدة الطبيعيةبالنسبة لمقا Qإن مصفوفة 1 2,S A A :ىي 

1 2

2 1
M

 
  
 

 

 والمصفوفة:
1 2 1 2

1 2 1 2
P

 
  

  

 

 تحقق:
1

3 0

0 1
PMP   

   
 

 بالنسبة لمقاعدة: Qإن مصفوفة
2 1 21 2 1 2 ( 1 2 ,1 2)B A A    ،1 1 21 2 1 2 (1 2 ,1 2)B A A   

 كون قطرية وتساوي:ت
3 0

0 1

 
  

 

 وىذا يعني أنو إذا وضعنا:
1

1 2 1 2( , ) ( , )y y x x P   
1يصبح  2( , )y y  1متجو إحداثيات 2( , )x x  بالنسبة لمقاعدة الجديدة 1 2,B B  
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 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2
( , ) ( , ) 1 2 ( ),1 2 ( )

1 2 1 2
y y x x x x x x

 
     

  

 

 بالتالي:و 
1 1 2

2 1 2

1 2 ( )

1 2 ( )

y x x

y x x

 

  
 

 ىي المتغيرات الجديدة والتي تحقق:
2 2

1 2 1 1 2 2 1 2 1 2( , ) 4 ( , ) ( , )TQ x x x x x x x x M x x    

                              

 1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

2 2

1 2

( , ) ( , )

( , ) ( , )

3 0
( , ) ( , )

0 1

3

T

T T

T

y y PM y y P

y y PMP y y

y y y y

y y





 
   

 

 

 ارسم المنحني الذي معادلتو: -9
2 2

1 1 2 24 1x x x x   
 الحل:

 الثانية وىي تمثل أحد القطوع المخروطية المعادلة المعطاة ىي معادلة من الدرجة
 بالعودة لممثال السابق فإن التعويض:

1 1 2 2 1 21 2 ( ), 1 2 ( )x y y x y y    
1يؤدي إلى حذف الحد 2x x .الذي ىو حل لممسائل التي تمثل المعادلات من قطع مخروطي 

 وبعد التعويض نحصل عمى المعادلة التالية:
2 2

1 23 1y y  
1وىي تمثل قطعاً زائداً رؤوسو ىي: 2( , ) ( 1 3,0)y y   :حداثيات ىذه الرؤوس ىي  وا 

1 2( , ) (1 3)(1 2,1 2)x x   (.4-7انظر)الشكل 
                                        

 
 
 
 

 أوجد المقطع المخروطي الذي معادلتو: -10
2 2

1 1 2 25 4 8 36 0x x x x    
 حل:ال

 نكتب المعادلة المعطاة بالصيغة المصفوفية:
36 0TXAX   

 حيث:

 

 (4-7)الشكل
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1 2

5 2
, ( , )

2 8
A X x x

 
   

 

 . Aإلى صيغة قطرية . من أجل ذلك نوجد القيم والمتجيات الذاتية لممصفوفة TXAXلنحول الصيغة التربيعية 
5 2

det( ) ( 9)( 4) 0
2 8

A I


  


 
     

 
 

: Aومنو القيم الذاتية لممصفوفة
1 24, 9   :والمتجيات الذاتية المقابمة ليذه القيم 

من أجل القيمة
1 4  :نحصل عمى الجممة 

1 2

1 2
( , ) (0,0)

2 4
x x

 
 

 
 

أي المعادلة:
1 22x x 

قاعدة  لمفضاء التابع لمقيمة   (2,1)ومنو يكون المتجو الذاتي 
1 4  . 

لنأخذ المتجو  
1 (2 5 ,1 5)A  2من أجل القيمة الذي طولو الواحد. وبشكل مشابو 9   يكون لدينا

2 ( 1 5 ,2 5)A    .أيضاً طولو الواحد 
 بوضع:

2 5 1 5

1 5 2 5
P

 
  

  

 

 يكون:
4 0

0 9

TPAP D
 

   
 

 

 نعوض نجد:
1 2 1 2( , ) ( , )X x x x x P X P     

 وبالتالي:
( ) ( ) 36 0TX P A X P    

( ) 36 0T TX PAP X    
1 2 2

1 2 1 2

2

4 0
( , ) 36 0 4 9 36 0

0 9

x
x x x x

x

  
              

 

 وبالتالي:
2 2

1 29 4 1x x   (.4-8انظر)الشكل وىي معادلة قطع ناقص 
 
 
 
 
 

 ماىو شكل السطح الذي معادلتو: -11
2 2 2

1 2 3 1 2 1 3 2 34 4 4 4 4 4 3 0x x x x x x x x x       
 

 (4-8)الشكل
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 الحل:
 نكتب الصيغة المصفوفية لممعادلة المعطاة:

3 0TXAX   
 حيث:

1 2 3

4 2 2

2 4 2 , ( , , )

2 2 4

A X x x x

 
  
 
  

 

 ىي: Aالقيم الذاتية لممصفوفة (4) وبشكل مشابو لمتمرين
1 22, 8   

 قابمة للئقطار بواسطة المصفوفة العمودية: Aوتكون المصفوفة
1 2 1 2 0

1 6 1 6 2 6

1 3 1 3 1 3

P

 
 

   
 
  

 

1ىما متجيان ذاتيان يقابلبن القيمة الذاتية Pإن متجيي الصفين الأولين في المصفوفة 2   ومتجو الصف الثالث ىو
2المتجو الذاتي المقابل لمقيمة الذاتية 8   . 

 وبالتالي:
1 2 3 1 2 3( , , ) ( , , )X x x x x x x P X P      

 يحول المعادلة:
3 0TXAX   

 إلى المعادلة:
( ) ( ) 3 0TX P A X P    

 وبالتالي:
( ) 3 0T TX PAP X    

 لكن:
2 0 0

0 2 0

0 0 8

TPAP

 
 
 
  

 

 والمعادلة المعطاة تصبح بالشكل:
1

2 2 2

1 2 3 2 1 2 3

3

2 0 0

( , , ) 0 2 0 3 0 2 8 3

0 0 8

x

x x x x x x x

x

   
              
   

      

 

 أو بالشكل:
2 2 2

1 2 3(3 2) (3 2) (3 8) 1x x x     
 وىي معادلة سطح ناقص.

 ارسم المنحني الذي تمثمو المعادلة: -12
2 2

1 1 2 2 1 216 24 9 30 40 0x x x x x x     
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 الحل:
نلبحظ في ىذه المعادلة وجود الحد

1 2x x :والصيغة التربيعية المتجانسة في المعادلة ىي 
2 2

1 1 2 216 24 9x x x x  
 

 إن مصفوفة الصيغة أعلبه ىي المصفوفة:
16 12

12 9
A

 
   

 

 . Aإلى صيغة قطرية . من أجل ذلك نوجد القيم والمتجيات الذاتية لممصفوفة TXAXلنحول الصيغة التربيعية 

1 2

16 12
det( ) 0 0, 25

12 9
A I


  



 
     

 
 

: Aومنو القيم الذاتية لممصفوفة
1 20, 25   ة ليذه القيم. والمتجيات الذاتية المقابم 

من أجل القيمة
1 0   :نحصل عمى الجممة 

1 2

16 12
( , ) (0,0)

12 9
x x

 
  

 

 أي:
1 216 12 0x x  

1 212 9 0x x   
1 أو المعادلة: 24 3 0x x   2والحل يكون 1(4 3)x x  1.إذا أخذنا 3x   ومنو  (3,4)نحصل عمى المتجو

1نحصل عمى المتجو  (3 5,4 5)A  2من أجل القيمة الذي طولو الواحد. وبشكل مشابو 25   يكون لدينا

2 ( 4 5,3 5)A    .أيضاً طولو الواحد 

 بوضع:
3 5 4 5

4 5 3 5
P

 
   

 

 يكون:
0 0

0 25

TPAP D
 

   
 

 

 نعوض فنجد:
1 2 1 2( , ) ( , )X x x x x P X P     

 وبالتالي:

1 2 1 2

3 5 4 5
( , ) ( , )

4 5 3 5
x x x x

 
    

 

                                                             ومنو نحصل عمى:

1 1 2 2 1 2

1 1
(3 4 ), (4 3 )

5 5
x x x x x x       

1 بالتعويض عن 2,x x  :بالصيغة التربيعية 
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2 2

1 1 2 216 24 9x x x x  
2القطرية : نحصل عمى الصيغة

225x  ثم نعوض بالمتغيرات الجديدة .
1 2,x x  :في المعادلة المعطاة نجد  

2

2 1 2 1 2

1 1
25 30. (3 4 ) 40 (4 3 ) 0

5 5
x x x x x         

2ومنو:  

2 12x x   (.4-9وىي معادلة قطع مكافئ انظر)الشكل 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 تمارين غير محمولة

 

 أوجد القيم الذاتية والمتجيات الذاتية المقابمة ليا لممصفوفات: -1























































311

242

113

)3

100

210

321

)2

111

210

002

)1 CBA 

 أوجد القيم الذاتية والمتجيات الذاتية المقابمة ليا لممصفوفات: -2























































402

022

323

)3

120

022

022

)2

100

001

010

)1 CBA 

 لتكن لدينا المصفوفة التالية: -3

























210

121

012

A 

 متناظرة ثم أوجد قيميا الذاتية ومتجياتيا الذاتية ليا.  Aأثبت أن المصفوفة -(1

 أثبت أن المتجيات الذاتية مستقمة خطياً وكذلك المتجيات متعامدة. -(2

 حول المصفوفة: -4

 

 (4-9)الشكل
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021

612

322

A 

 إلى الشكل القطري.
 
 حول المصفوفة: -5

2 1 1

2 3 4

1 1 2

A

 
 
 
    

 

 إلى الشكل القطري.
 أكتب كلًب من الصيغ التربيعية التالية بالصيغة المصفوفية: -6

2 2 2 2

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 1 3 2 3 1 4( , , , ) 9 4 3Q x x x x x x x x x x x x x x x x        
2 2 2

1 2 3 1 1 2 1 3 2 3 2 3( , , ) 2 3 4 2 3Q x x x x x x x x x x x x      
 جديدة بحيث تكون قطرية:أكتب كلًب من الصيغ التربيعية التالية بمتغيرات  -7

2 2

1 2 1 1 2 2( , ) 3 5 7Q x x x x x x   
2 2 2

1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3( , , ) 4 4 4 4 4 4Q x x x x x x x x x x x x      
 ارسم كلًب من القطوع المخروطية التالية: -8

2 25 8 5 9 0x xy y    
2 28 12 17 80 0x xy y    

2 216 24 9 30 40 5 0x xy y x y      
 اكتب الصيغة التربيعية: -9

2 2

1 2 1 1 2 2( , ) 3 2 3 4Q x x x x x x     1بمتغيرات جديدة 2,y y. 
2اكتب الصيغة التربيعية:   -10 2 2

1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3( , , ) 2 2 20 2 6 6 1Q x x x x x x x x x x x x        بمتغيرات
1جديدة  2,y y. 
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 . المتراجحات

  إشارة العبارة ax+b  حٌث(a0) 
0baxإحدى المتراجحتٌن  ،فً ،، نحلّ(a0)حٌث  ax+bلدراسة إشارة العبارة    0أوbax  

 ونلخص النتائج كالآتً:
 a0 

                
b

a
               x 

+ 0 - ax+b 

   

 a0 

                
b

a
                    x 

- 0 + ax+b 
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 :قاعدة
 ax+bٌمكن تلخٌص إشارة العبارة 

 كما هو موضح فً الجدول المقابل:
 

 المتراجحات
  "متراجحة جداء" 

 4 مبرهنة
)x(A ،)x(B .عبارتان جبرٌتان 

x(B)x(A(0المتراجحة              تكافئ)x(A  و)x(B .من نفس الإشارة 
 

 ملاحظة
x(B)x(A(0مثل المتراجحة   ."تسمّى "متراجحة جداء 

 9x2 0المتراجحة:  :  حلّ فًمثال      (1)              
 0تكافئ      (1)          3x3x ،  لندرس إذن إشارة العبارة  3x3x  : 

     3            3       x 
 +    0 - - 3x  
         +          +0    - 3x  

     + 0      -    0            +   3x3x  

 
نقرأ فً السّطر الأخٌر للجدول أنّ   3x3x   ٌكون سالبا تماما على المجال 3;3 

تكافئ   (1)بالتالً،  3;3x  . 

:  هً  (1)مجموعة حلول المتراجحة منه  3;3 

 

 " متراجحة حاصل قسمة" 

 5 مبرهنة
( )A x ،( )B x .عبارتان جبرٌتان 

)المتراجحة          )
0

( )

A x

B x
    تكافئ( ) ( ) 0A x B x  و( ) 0B x  

 
 ملاحظة

0مثل المتراجحة 
)x(B

)x(A
." تسمّى متراجحة "حاصل قسمة ، 

 المتراجحة: مثال: حلّ فً
2

0
2 3

x

x





      (2)                              

 b

a
  x 

 a ax+b عكس إشارة     a       0 إشارة  
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العبارة تكون 
2

2 3

x

x




2معرفة عندما ٌكون   3x   غٌر معدوم، بمعنى

3

2
x   

 لدراسة إشارة حاصل القسمة هذا، ندرس إشارة الجداء  2 2 3x x  باستعمال جدول

 الإشارات:
    

 2 
3

2
  x 

   + 0 - - 2x  
     +    +    0       - 2 3x  

        +   0        - + 
2

2 3

x

x




 

نقرأ فً السّطر الأخٌر للجدول أنّ 
2

2 3

x

x




ى المجموعة أو ٌساوٌه( عل 0ٌكون موجبا )أكبر من 

3
; 2 ;

2

 
      

 
1هً:  (2).  مجموعة حلول المتراجحة 

; 2 ;
2

 
      

 
. 

 

ax. العبارة 7
2
+bx+c  حيث a0 

 ًللعبارة  الشكل النموذج  ax2+bx+c  (a0)  

  ً  عدد حقٌقً غٌر معدوم،  aو  xمن أجل كلّ عدد حقٌق

لدٌنا:       
2 2 b c

ax bx c a x x
a a

 
     

 
لكن            

2 2
2

22 4

b b b
x x x

a a a

 
    

 
     

منه       

2 2
2

22 4

b b c
ax bx c a x a

a aa

  
        

   
 

نضع 
2 4b ac   عندئذ ،

2

2

22 4

b
ax bx c a x

a a

  
      

   
 

 
 تعرٌف

  العددb2-4ac  العبارة مُمٌزّ هو(a0)   ax2+bx+c  ونرمز إلٌه بالرمز )"نقرأ " دلتا(.  

 
2

22 4

b
a x

a a

  
   
   

 .ax2+bx+c   (a0) للعبارة  النموذجً كلالشّ هو  

 
 أمثلة:

 
 x2+4x-1=(x+2)2-5ونكتب:     2-5(x+2)هو  x2+4x-1الشكل النموذجً للعبارة 

هو  3x2-12x-36الشكل النموذجً للعبارة   162x3
2
   :ونكتب 
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  162x3

12x4x336x12x3

2

22




 

 

 لمعادلة  حلّ ا(a0)    ax2+bx+c=0 

 
على شكلها النموذجً، عندئذ  ax2+bx+c=0    (a0)نكتب العبارة فً الطرف الأوّل للمعادلة 

 نمٌزّ ثلاث حالات:

 0     نكتب
2

2 24 aa

  
   
 

. 

منه

 
22

2 2 2 2 2 2

b b b
a x a x x

a a a a a a

                                     

2

2

22 4

b
ax bx c a x

a a

  
       

   

 

للمعادلة حلان هما: 
1

2

b
x

a

  
  ،

2
2

b
x

a

  
 

 0     
2

2

2

b
ax bx c a x

a

 
    

 
ومنه للمعادلة حلّ وحٌد هو:   .

a2

b
x0


 

 0       0لدٌنا 
a 2

4
 ً0، وبالتال   

2

22 4

b
x

a a

   
     

   
ومنه المعادلة لا تقبل  

 حلولا.

 مبرهنة
   
  :ممٌزّها ،   (a0) مع  ax2+bx+c=0 المعادلة لتكن 

  إذا كان 0  1فإنّ المعادلة تقبل حلٌّنx،2x :
a2

b
x1


  ،

a2

b
x2


 

                     a(x-x1)(x-x2) ax2+bx+cو ٌنتج    

  إذا كان 0   0فإنّ المعادلة تقبل حلاّ مضاعفاx :
a2

b
x0


  ّنعنً بحلّ مضاعف، حلان(

 a(x-x0)2 متطابقان( و ٌنتج   
 ax2+bx+c  

 نإذا كا   0    فإنّ المعادلة لا تقبل حلولا و العبارةax2+bx+c .ّلا تحلل 
 
 

 أمثلة
  =120لدٌنا      x2+2x-2=0( فً المعادلة 1
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   إذن فهً تقبل حلٌّن هما:            
1 1 3x     ،

2 1 3x         

3x0، إذن فهً تقبل وحلا مضاعفا هو: =0لدٌنا    2x2-12x+18=0فً المعادلة ( 2                

 إذن فهً لا تقبل حلولا   0أي  =-30لدٌنا    x2-x+2=0 المعادلة( فً 3       

 

 

 

    

 نشر وتبسيط وترتيب عبارة جبرية 
 

 x(x+2)+3-(x2-x+1)2 أنشر وبسّط ثمّ رتّب العبارة 
 
 تعلٌق                                 حلّ 

 
نلاحظ أنّ الشكل المبسّط 

  x ب قوىللعبارة مرتّب حس
 تنازلٌا.

 x(x+2)+3=2x2-2x+2-x2-2x+3-(x2-x+1)2 ننشر العبارة:
 نبسّط العبارة الناتجة:

2x2-2x+2-x2-2x+3=2x2-x2-2x-2x+2+3 
=(2-1)x2-(2+2)x+5  

 =x2-4x+5                
 طرٌقة 

النتٌجة لنشر وتبسٌط وترتٌب عبارة، ننشر الجداءات، إن وُجدت، نحلل الحدود المتشابهة ونرتب 
 )الحرف( تنازلٌا. xحسب قوى 

 

 طـرائق وتمـارين محلولة


