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 أو:
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 نجد: )أي ليا مقموب( نظامية Aفإذا كانت المصفوفة 
 

              1 (64 2)X A B   
 

 مثال:
 مة المعادلات الآتية:حل جم

22

42

1

321

321

321







xxx

xxx

xxx

 

 الحل:
 لدينا:

 مصفوفة المعاملبت:
























121

112

111

A 

مصفوفة المتحولات: 
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X 

مصفوفة الثوابت: 
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1
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  3Aىو  Aإن محدد المصفوفة 
 ن لدينا :ويكو 
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3

11 BAX 

 أي أن:
5,3,1 321  xxx 

 ىو حل لمجممة المعطاة.
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63)لإيجاد حل الجممة  (:29ملاحظة) 2)  1يجب حسابA ومن ثم إجراء الجداءBA 1. 

nm) فييا حل جممة معادلات خطية 20-2  ):باستخدام قاعدة كرامر 
 

63)ادلات الخطية لتكن لدينا جممة المع 2):والتي حميا كما رأينا سابقاً ىو BAX  1 
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 بإجراء الضرب نجد:
 

               1

1 1 2 2(det ) ... (65 2)i i i n nix A b D b D b D      
 

إن المقدار  1 1 2 2 ...i i n nib D b D b D    المصفوفة محددىو المنشور لممحدد الناتج عن A  عموده استبدالبعد  
i  بالعمودB ولنرمز لو بـــ iAdet :وبذلك يكون لدينا 
 

              1(det ) det ; 1,2,.., (66 2)i ix A A i n    
 مثال:

  )الواردة في المثال السابق(.كرامر في حل جممة المعادلات ستخدم قاعدة ا
 الحل:

             1
3
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 قوى مصفوفة: 21-2
 

 تعاريف: 21-2-1
 مصفوفة مربعة  فإن: A إذا كانت (1
 

              ); (67 2)n N  n  مرة... (nA A A A A   
10المصفوفة  . ) nمرفوعة للؤس  Aىي مصفوفة   A  فة الواحدية(.ىي المصفو 

AAإذا كان  :خاممة أو متساوية القوى Aالمصفوفة المربعة تسمى  (2 2  وتكون معدومة القوى إذا كان

)0(;0  nAn  وتسمىn فرية.ىي المصفوفة الص 0نعدام و مرتبة الا 

)0(إذا وجد عدد طبيعي  :تسمى دورية nمن المرتبة  Aالمصفوفة المربعة  (3 a  بحيث ،
n

a IA   ن أصغر وا 

 .Aعدد طبيعي موجب يحقق ىذا الشرط يسمى دور المصفوفة 

 

سالبين فإن الخواص عددين صحيحين غير  ,ومصفوفة مربعة  Aإذا كانت  :قوى مصفوفة خواص 21-2-2
 التالية صحيحة:

 

1 )  AAA 
 

2 )  AA )( 
 

1121 :كما يمي :تعريف القوى الصحيحة السالبة لمصفوفة مربعة 21-2-3 .)(   AAA 
 

)1(1

213

.

.









nn AAA

AAA
 

 

 وبالتالي نستنتج:
 

)(. nmnm AAA   
mnnm AA  )( 

 
 أمثمة:

 

1- 
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 خاممة لأن: 
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AAAA 
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 :نعداميا الثالثة وذلك لأنمعدومة ومرتبة ا
 























































000

000

000

000

100

010

000

000

100
23 AAA 

3- 





















111

100

010

A 

 لأن: 4aدورية ودورىا 
 

2 3 2 4 3

3

0 0 1 1 1 1 1 0 0

1 1 1 , 1 0 0 , 0 1 0

1 0 0 0 1 0 0 0 1

A A A A A A A A A I

       
                 
     
          

 

 
 حدود مصفوفة: ةكثير  22-2
 :nمن الدرجة رة حدود كثي xf)(ولتكن  nمصفوفة مربعة من المرتبة  Aبفرض 

 

nمعاملبت (

n

n aaaxaxaxaaxf ,...,,(;...)( 10

2

210  
 

 إن التركيب :
              2

0 1 2( ) ... (68 2)n

nf A a I a A a A a A       
 

  A مصفوفة واحدية من مرتبة المصفوفة Iو Af)(ويرمز لو بالرمز Aحدود بـــ  ةيسمى كثير 
 

ذا كان نفسيا ،  nمن المرتبة   Af)(و  )(0وا  Af   نقول عنA  إنيا جذر)(xf. 
 

 مثال:
 ود:الحد ةكن كثير لت

32)( 2  xxxf 
 :والمصفوفة
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 .Af)( والمطموب: إيجاد
 الحل:
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 :مربعة أثر مصفوفة 23-2
nijaA. إن مجموع  عناصر القطر الرئيسي في n لدرجةامصفوفة مربعة من  Aبفرض  ][ 

 

 أي أن: Atr)(ونرمز لو بالرمز  Aيسمى أثر المصفوفة 

  

              
1

( ) (69 2)
n

ii

i

tr A a


  

 مثال:
 :إذا كان











35

13
A 

  .Atr)(أوجد 
 

 الحل:

633)( 2211

1




aaaAtr
n

i

ii
 

 
 

 :الأوليةالتكافؤ والتحويلات  24-2
)تحويلبت( أولية  يتم بإجراء عدة عمميات Kعمى حقل A إن الحصول عمى مصفوفة مكافئة لمصفوفةكما ذكرنا سابقاً 

 )الأعمدة البسيطة( ويمكن تمخيصيا كما يمي: ةالبسيط وفتسمى عمميات الصف Aالمصفوفة عمى  متتابعة

Kضرب أحد الصفوف )الأعمدة( بعدد  -1 0  

Kضربو بعدد بعد )عمود( آخر  جمع أحد الصفوف )الأعمدة( إلى صف -2 0 
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 ين صفين )عمودين( في المصفوفةالمبادلة ب -3

  ىذه العمميات تمعب دوراً ىاماً في حل المعادلات الخطية وبعض التطبيقات الأخرى مثل درجة ومقموب مصفوفة.
 

A~يا بالرمز ونرمز ل إنيما متكافئتان Bو Aنقول عن مصفوفتين :المتكافئةالمصفوفات  تعريف 24-2-1 B ، إذا

)إما عمى الصفوف أو عمى  عمى إحداىما من الأخرى بإجراء عدة عمميات )تحويلبت( أولية متتابعة أمكن الحصول

  .الأعمدة(

 

 

 

 

 أمثمة:
 :لتكن لدينا المصفوفة -1

1 2 1 4

2 4 3 5

1 2 6 7

A

 
 
 
    

 

 

 نجد: وفإذا أجرينا التحويلبت عمى الصف
 

31

21 2 32

(1)

( 2) (1 5) ( 5)

1 2 1 4 1 2 1 4 1 2 1 4

2 4 3 5 ~ 0 0 5 3 ~ 0 0 1 3 5 ~

1 2 6 7 0 0 5 3 0 0 5 3

R

R R R
A

 

       
       
     
              

 

1 2 0 17 5

0 0 1 3 5

0 0 0 0

B

 
  
 
  

 

 

 المصفوفة الواردة في المثال السابق إذا أجرينا عمييا التحويلبت المتتالية:   -2
 

21 31 32( 2) (1) ( 1)

1 2 1 4 1 2 1 4 1 2 1 4

2 4 3 5 ~ 0 0 5 3 ~ 0 0 5 3 ~

1 2 6 7 1 2 6 7 0 0 5 3
R R R

A
 

       
       
     
                

 

1 2 1 4

0 0 5 3

0 0 0 0

B
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 المصفوفة: )درجة( رتبة 25-2
في المصفوفة وبالتالي إذا كانت  خطياً  لمتجيات المستقمةبأنيا عدد االمصفوفة  )درجة( رتبةنعرف  تعريف: 25-2-1

][),(المصفوفة nmijaA  وكانت)(A فإن:ىذه المصفوفة  رتبة 

              ( ) (70 2)A m n    أو mnA )( 
 

)( وىذا يؤدي إلى وجود ( في الصفوف أو الأعمدة ) طياً خ من المتجيات المستقمة أي يوجد n أو )( m 
 المرتبطة خطياً. من المتجيات

 

 ىامة: نتائج 25-2-2

][),(إذا كانت:  (1 nmijaA   فإن),()( nmA  . 

][),(إذا كانت:  (2 nnijaA  فإن    نظاميةو  مربعةnA )(. 

3) )()( TAA   (TA منقول المصفوفةA.) 

4) nIn )( (nIواحدية من المرتبةالمصفوفة ال n). 
][),(إذا كانت:  (5 nnijaA  مصفوفة قطرية وكانت iaii  ) فإن 0; )A n . 

][),(إذا كانت:  (6 nnijuU   وكانت مثمثية عميامصفوفة iuii  nU فإن 0; )(. 

][),(إذا كانت:  (7 nnijlL   وكانت سفمى مثمثيةمصفوفة ilii  nL فإن 0; )(. 
 

 خواص ىامة: 25-2-3

1) )()()( BABA  . 
 

2)  )(),(min)( BAAB  . 
 

3) )0();()( KAA  . 
 

4) )()()( BABA  . 
 

)()( فإن   ( ذةشا غير ) نظاميةمصفوفة Aإذا كانت (5 BAB    .  
 

6) )()( AAAT  . 
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][),(إذا كانت (7 nmijaA  و),(][ pnijbB  0 وكانAB :فإن nBA  )()(  (حيث n  ىي عدد
 .(Bصفوف المصفوفة 

 

 :) ( 4 الخاصة صحةلنثبت 
)()()()()()()( BABABBABBAA    

 

 ستخدام الصغائر:مصفوفة با)درجة(  رتبة 25-2-4
 جزئية من ىذه المصفوفة. مصفوفة مربعة أيمحدد ىو  صغير مصفوفة:
 فمثلًب إذا كانت:

1 2 1

2 0 3

2 1 2

A

 
 
 
  

 

 فإن:
1 2 1 1 2 1

det 4 , det 5 , det 6
2 0 2 3 0 3

      
        

     
 

 
2 0 2 3 0 3

det 2 , det 2 , det 3
2 1 2 2 1 2

     
         

     
 

 
1 2 1 1 2 1

det 3 , det 4 , det 5
2 1 2 2 1 2

      
        

     
 

 

2تشكل الصغائر التسعة ذات المرتبة  2  لممصفوفةA. 
 

)من الصغائر ذات المرتبة  2nيكون ليا  nفإن المصفوفة المربعة من المرتبة  :وبشكل عام 1)n   ونحصل عمى ىذه

     .ijويرمز لو بالرمز   Aمن المصفوفة  ijaالمذين يحويان العنصر jوالعمود  iالصغائر من حذف الصف 

 ىي مرتبة أكبر صغير من ىذه المصفوفة لا يساوي الصفر.  رتبة مصفوفة :

 يمي: لمصفوفة ىي العدد الطبيعي الذي يحقق ما r الرتبةإن 

 يساوي الصفر. ( ليذه المصفوفة لاrيوجد صغير واحد عمى الأقل من المرتبة ) -1

 ( يساوي الصفر.1rكل صغير من المرتبة ) -2

يساوي الصفر وكل صغير من المرتبة  2rومنو يمكن أن نلبحظ بأن كل صغير في ىذه المصفوفة من المرتبة  

,...4,3  rr .ًيساوي الصفر أيضا 

rArankبأحد الرموز : Aمصفوفة  لرتبةنرمز  )(  ،rA )( . 
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 :مثال
 :كل من المصفوفتين رتبةأوجد 

 
1 1 3 1 2 3 4

3 3 2 , 3 1 2 1

7 7 21 1 5 8 7

A B

    
      
   
        

 

 الحل:
)det :نلبحظ أن Aبالنسبة لممصفوفة ) 0A   ومن ثم فإن( ) 3A . 

2بأخذ كل المحددات من المرتبة  2 الممكنة نجد أن ىناك عمى الأقل واحداً منيا لا يساوي صفراً ، ومن ثم فإن 
( ) 2A  . 

3بأخذ كل المحددات الجزئية من المرتبة  Bوبالنسبة لممصفوفة 3  ، ًالممكنة وعددىا أربعة نجد أن جميعيا أصفارا
)وبالتالي  ) 3B  . 

2بأخذ كل المحددات من المرتبة  2  الممكنة نجد أن ىناك عمى الأقل واحداً منيا لا يساوي صفراً ، ومن ثم فإن
( ) 2B  . 

 

 :الأوليةستخدام التحويلات مصفوفة با رتبة 25-2-5
 سنرمز بالرموز التالية لمدلالة عمى ىذه التحويلبت )عمميات الصف(:

)(iR  ضرب أحد الصفوفi  0بعدد. 
)(, jiR 0ربو بعدد جمع أحد الصفوف إلى صف آخر بعد ض. 
jiR  المبادلة بين صفين في المصفوفة. ,

 وسنرمز بالرموز التالية لمدلالة عمى ىذه التحويلبت )عمميات الأعمدة(:
 

)(iC،)(, jiC،jiC  عمى الترتيب مع عمميات الصف. ,
 

 مثال:
 :المصفوفة رتبةأوجد 

1 2 1 4

2 4 3 5

1 2 6 7

A

 
 
 
    

 

 الحل:

1,2 1 3 2,3( 2) ( 1)

1 2 1 4 1 2 1 4 1 2 1 4

2 4 3 5 ~ 0 0 5 3 ~ 0 0 5 3 ~

1 2 6 7 1 2 6 7 0 0 5 3
R R R R

A
  

       
       
     
                

 

 إن:
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BA 




















~

0000

3500

4121

 

)(2 :نلبحظ أن
~

Arank  2وبالتالي)( Arank (  عمى مصفوفة  الأوليةالتحويلبت 

 .( لا تغير من رتبتيا
 

 (:30ملاحظة)

 المصفوفة. رتبةتجو صفري لا يغير من إن إضافة م -1
 

، ويمكن )كما سيأتي لاحقاً(  السمميةأو إن المصفوفة التي حصمنا عمييا في المثال السابق تسمى بالمصفوفة الدرجية  -2

 تبعنا القواعد كما في المثال( إذا االشكل الدرجي )أو السمميمن خلبل شكميا ويمكن تحويل أي مصفوفة إلى  رتبتيامعرفة 

 (.ول إلى الشكل الدرجي )أو السمميالسابق لموص

مساوٍ لعدد  A)(بحيث يكون  Aمكافئة لممصفوفة  Bمصفوفة مستطيمة فإنو يوجد مصفوفة درجية Aإذا كانت  -3

 .Bالصفوف غير الصفرية لممصفوفة 

 

 

 

 ستخدام التعريف:فوفة بامص رتبة 25-2-6

وذلك بحل المعادلة الأساسية  يمكن الحصول عمى رتبة مصفوفة
 

0
,min

1




i

mn

i

i x حيث ix ( أعمدة أو ىي صفوف  )

 لمتجيات المستقمة في ومن خلبل الحل يمكن معرفة عدد ا ، Aالمصفوفة 
 

 مساوية ليذا العدد. الرتبةوتكون ىذه المجموعة 
 مثال:
 :المصفوفة رتبةأوجد 


























714

823

512

131

A 

 الحل:
)(3وبالتالي فإن  34ىي  Aإن مرتبة  A  المعادلات:جممة نقوم بحل 
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3,1,2

0

0

0

0

7

8
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1

1

2

1

3

4

3

2

1

321321 




















































































 

 

وىذا يعني أن 
321 ,,  .ليست جميعيا أصفاراً وتحقق المعادلة السابقة 

 

)(3أي أن  ومنو فالمتجيات مرتبطة A. 
 :أما إذا أخذنا المتجو























7

8

5

1

 

 :يرتبط مع المتجو لا





















1

2

1

3

 

)(2وبالتالي  A 
 

 المصفوفات الأولية: 26-2
وسنستخدم الرموز  nIالمصفوفة الأولية ىي المصفوفة الناتجة عن تطبيق التحويلبت الأولية عمى المصفوفة الواحدية 

jiEن الرمز سابقاً عن التحويلبت الأولية أي أالموافقة كما ذكرنا  في المصفوفة  ,jiالصفين )أو العمودين(   تبديل ,

,)(والرمز  بـــ  i)أو العمود(  ضرب عناصر الصف iE)(الواحدية ، أيضاً  jiE  يعني أن المصفوفة نتجت عن

 . i )أو العمود( وجمعو إلى الصف بـــ  j)أو العمود( بعد ضرب الصف  nIالمصفوفة  

 مثال:
 لتكن لدينا المصفوفة الواحدية :



















100

010

001

I 

 إن:
 

1,3 1,2 2

0 0 1 0 1 0 1 0 0

0 1 0 , 1 0 0 , ( 3) 0 3 0

1 0 0 0 0 1 0 0 1

E E E

     
         
     
           

 


