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Lecture 2
Principal Plane Stresses

الإجهادات الرئيسية في المستوي
By: Dr. Mhmoud SAUOD

Head of Structural Engineering Department

مقطع تو عن التم في المحاضرة السابقة استنتاج العلاقات المحددة لقيم الإجهادات الناظمية و إجهادات القص وفق أي مستو بدلالة زاوية ميل المس
.العامودي للمحور الطولي للعنصر المدروس

 الإجهادات الناظمية الأعظمية والإصغرية تدعى بالإجهادات الرئيسيةPrincipal Stresses.
تحديد قيمة هذه الإجهادات، يتطلب تحديد مستوياتها و التي يمكن الحصول عليها اعتماداً على المعادلات السابقة:

 Principal Plane Stressesالإجهادات الرئيسية في المستوي

سيةيشير إلى مستويات الإجهادات الرئي Pحرف 

 2درجة يوجد قيمتين للزاوية  360-0ضمن المجال𝜃 . وبالتالي يوجد . درجة 180الفاصل بينها
ن فالمستويات الموافقة لهاتين الزاويتين متعامدة لأ. 𝜃درجة بين القيمتين المتتاليتين للزاوية  90

.درجة 90الزاوية بينها 
 2من العلاقة السابقة يمكن استنتاج المثلث المجاور بدلالة الزاوية𝜃  .

 بالتعويض في العلاقات السابقة:

 ولدينا:

 الإشارة الموجبة تشير إلى حساب الإجهادات
اب الأعظمية، والإشارة السالبة تشير إلى حس

.الإجهادات الأصغرية

Shear Stresses on Principal Planesإجهادات القص في المستويات الرئيسية 

وجدنا سابقأ العلاقة المحددة لإجهاد القص في مستوي ما:

 2بجعل هذه العلاقة تساوي الصفر، فإننا سنحصل على نفس قيم الزاوية𝜃 .وبالتالي. للإجهادات الرئيسية السابقة

لصفرفإن قيم إجهادات القص عند مستويات الإجهادات الناظمية الرئيسية تساوي ا

 لإيجاد مستويات إجهادات القص الرئيسية، نشتق معادلة إجهاد القص𝜏௫ଵ௬ଵ بالنسبة للزاوية ،𝜃ونعدمها ،.

ةيشير إلى مستويات إجهادات القص الأعظمي Sحرف 

 درجة وبالتالي فإن  90ويكون الفرق بينهما . درجة 180-90درجة و القيمة الثانية تقع في المجال  90-0القيمة الأولى للزاوية تقع في المجال
.مستويات إجهادات القص الرئيسية متعامدة

 بالمقارنة بين الزاويتين𝜃,𝜃ௌ نجد ،:
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𝑠𝑖𝑛2𝜃௦. 𝑠𝑖𝑛2𝜃 + 𝑐𝑜𝑠2𝜃௦. 𝑐𝑜𝑠2𝜃 = 0

cos (2𝜃௦ − 2𝜃) = 0

2𝜃௦ − 2𝜃 = ∓90°

𝜃௦ = 𝜃 ∓ 45°

 درجة  45وبالتالي، فإن مستويات إجهادات القص الأعظمية تكون عند زاوية
.عن مستويات الإجهادات الرئيسية

 إجهاد القص الأعظمي الموجب عند الزاوية𝜃௦ଵ:

 ،وتكون قيمة الإجهاد الناظمي الموافق لإجهاد القص الأعظمي
:، في علاقة الإجهادات الناظمية فنجد𝜃௦ଵبتعويض قيمة الزاوية 

يتم تطبيق إجهاد ناظمي من جهة واحدة فقط.

 Special Cases of Plane Stressesحالات خاصة في الإجهادات المستوية
Uniaxial Stressالحالة الأولى 

𝜎௬ = 0, 𝜏௫௬ = 0

𝜎௫ଵ =
𝜎௫

2
(1 + 𝑐𝑜𝑠2𝜃)

𝜏௫ଵ௬ଵ = −
𝜎௫

2
𝑠𝑖𝑛2𝜃

يتم تطبيق إجهادات ناظمية فقط.

Biaxial Stressالحالة الثانية 

 𝜏௫௬ = 0

𝜎௫ଵ =
𝜎௫ + 𝜎௬

2
+

𝜎௫ − 𝜎௬

2
𝑐𝑜𝑠2𝜃

𝜏௫ଵ௬ଵ = −
𝜎௫ − 𝜎௬

2
𝑠𝑖𝑛2𝜃

:ينفي كلا الحالت

 تكون مستويات الإجهادات الرئيسية هي نفسها مستوياتX,Y .
tan 2𝜃 =

2𝜏௫௬

𝜎௫ − 𝜎௬
= 0 → 2𝜃 = 0 , 180 → 𝜃 = 0 , 90

وتكون إجهادات القص عند هذه المستويات صفر.

يتم تطبيق إجهاد قص فقط.

Pure Shear Stressالحالة الثالثة 

𝜎௫ = 0, 𝜎௬ = 0

 درجة عن المحور  45مستويات الإجهادات الرئيسية تميل بزاويةx.

tan 2𝜃 =
2𝜏௫௬

(𝜎௫−𝜎௬) = 0
= ∞ → 2𝜃 = 90 , 270 → 𝜃 = 45 , 135

 إذا كان𝜏௫௬ موجب ،:

𝜎௫ଵ = 𝜏௫௬𝑠𝑖𝑛2𝜃

𝜏௫ଵ௬ଵ = 𝜏௫௬𝑐𝑜𝑠2𝜃

𝜎ଵ = 𝜏௫௬𝜎ଶ = −𝜏௫௬

.يشكل توضيحي لتوزع الإجهادات الناظمية المرافقة لحالة القص الصاف

𝜎 = 𝜏. 𝑠𝑖𝑛2𝜃

𝜎ఏ. 𝐴 . 𝑠𝑒𝑐𝜃 = 𝜏. 𝐴. 𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝜏. 𝐴. 𝑡𝑎𝑛𝜃. 𝑐𝑜𝑠𝜃

𝜎ఏ = 2𝜏. 𝑠𝑖𝑛𝜃. 𝑐𝑜𝑠𝜃

𝜏ఏ. 𝐴 . 𝑠𝑒𝑐𝜃 = 𝜏. 𝐴. 𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝜏. 𝐴. 𝑡𝑎𝑛𝜃. 𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜏ఏ = 𝜏(cosଶ 𝜃 − sinଶ 𝜃)

𝑠𝑒𝑐𝜃 =
1

𝑐𝑜𝑠𝜃

 درجة عن المحور  45في الحالات الخاصة المدروسة سابقاً، فإن إجهاد القص الأعظمي يحصل عند زاويةx  في
وعند الزاوية صفر في الحالة .  (Uniaxial Stresses and Biaxial Stresses)الحالتين الأولى و الثانية 

.(Pure Shear Stresses)الثالثة 
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تويات في حالة القص الصافي، تكون القيمة الأعظمية للإجهادات الناظمية عند مس
ويكون إجهاد شاد . درجة عن مستويات إجهادات القص الصافي 45تميل بزاوبة 

.وقيمته هي قيمة إجهاد القص المطبق
 ويكون الإجهاد . درجة 45-و القيمة الأصغرية للإجهاد الناظمي تكون عند الزاوية

. وفي هذين المستويين تكون إجهادات القص قيمتها صفر. ضاغط

 بسبب أن الإجهادات الناظمية . درجة كما في الشكل 45، نجد أن الانهيار يحصل بزاوية المعرضة للفتللذلك في حالة العناصر
.درجة كإجهاد شد 45الأعظمية تطُبق على المستوي المائل بزاوية 

حساب التشوهات المحورية المرافقة لتشوهات القص
Direct Tensile and Compressive Strains of the Diagonals

استطالة في القطر : الضغط القطري الحاصل نتيجة تشوهات القص/ مقدار تشوه الشدDB  وقصر في
.  ACالقطر 

𝑇𝑒𝑛𝑠𝑖𝑙𝑒 𝑆𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛 𝑖𝑛 𝐵𝐷 =
𝑇𝑒𝑛𝑠𝑖𝑙𝑒 𝑆𝑡𝑟𝑒𝑠𝑠 𝑖𝑛 𝐵𝐷

𝐸
=

𝜏

𝐸
 ً كما وجدنا سابقا

𝜏 = 𝜎
يفي حالة القص الصاف

BDتشوه الشد الناتج عن إجهاد الشد المحوري في 

𝑇𝑒𝑛𝑠𝑖𝑙𝑒 𝑆𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛 𝑖𝑛 𝐵𝐷 =
𝜇. 𝜏

𝐸

BDالضغط الجانبي على تشوه الشد الناتج عن إجهاد 

𝑇𝑜𝑡𝑎𝑙 𝑇𝑒𝑛𝑠𝑖𝑙𝑒 𝑆𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛 𝑖𝑛 𝐵𝐷 =
𝜏

𝐸
+

𝜇. 𝜏

𝐸
=

𝜏

𝐸
(1 + 𝜇)

BDتشوه الشد الكلي للعنصر 

 وبشكل مشابه نحدد تشوهات الضغط في القطرAC:

𝑇𝑜𝑡𝑎𝑙 𝐶𝑜𝑚𝑝𝑟𝑒𝑠𝑖𝑣𝑒 𝑆𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛 𝑖𝑛 𝐴𝐶 =
𝜏

𝐸
+

𝜇. 𝜏

𝐸
=

𝜏

𝐸
(1 + 𝜇)

ACتشوه الضغط الكلي للعنصر 

s Circle for Plane Stresses ’Mohrدائرة مور بالنسبة للإجهادات المستوية

هادات الناظمية وتعتبر طريقة مفيدة جداً في إظهار العلاقة بين الإج. المعادلات السابقة، يمكن تمثيلها بشكل تخطيطي على شكل دائرة مور
. وإجهادات القص بالنسبة لأي مستوي في أي نقطة من العنصر المدروس

ويمكن من خلالها معرفة القيم الأعظمية للإجهادات.

 ً :نربعّ طرفي المعادلتين ثم نجمعهما معا

 ً :ولدينا مسبقا

هذه العلاقة تمثل معادلة دائرة مركزها :(𝜎௫ଵ= 𝜎௩,𝜏௫ଵ௬ଵ = .R، ونصف قطرها (0

s Circle ’Construction of Mohrرسم دائرة مور 
.، موجب باتجاه الأسفل𝜏௫ଵ௬ଵو . ، موجب باتجاه اليمين𝜎௫ଵرسم جملة المحاور، 1)
=𝜎௫ଵ): تحديد مركز الدائرة2) 𝜎௩,𝜏௫ଵ௬ଵ = 0).
:x، التي تمثل الإجهادات على الوجه المعامد للمحور Aنحدد النقطة 3)

 (𝜎௫ଵ= 𝜎௫,𝜏௫ଵ௬ଵ = 𝜏௫௬) .ونلاحظ أن زاوية هذا المستوي صفر.
:y، التي تمثل الإجهادات على الوجه المعامد للمحور Bنحدد النقطة 1)

 (𝜎௫ଵ= 𝜎௬,𝜏௫ଵ௬ଵ = −𝜏௫௬) . درجة 90ونلاحظ أن زاوية هذا المستوي.
.Cويمر من مركز الدائرة  A,Bنرسم خط مستقيم يصل بين النقطتين 5)
، 𝜃لمعرفة قيمة الإجهادات على مستوي يميل بزاوية 6)

بعكس جهة دوران CA، عن الخط 2𝜃نقوم برسم خط مستقيم يميل بزاوية  •
𝜃تمثل الزاوية  Aباعتبار النقطة .عقارب الساعة = 0.

إحداثيات هذه النقطة تمثل قيمة الإجهادات . على الدائرة Dثم تحديد النقطة •
.على المستوي المطلوب

و التي تمثل  ’Dفإنه يتقاطع مع الدائرة في  C,Dنرسم خط مستقيم يمر من •
.  إحداثياتها قيم الإجهادات على المستوي المعامد للمستوي المطلوب
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:كما يلي Dيمكن حساب إحداثيات النقطة •

:ولدينا من الدائرة

… … .× 𝑐𝑜𝑠2𝜃

… … .× 𝑠𝑖𝑛2𝜃

𝑠𝑖𝑛2𝜃 ×  … … .

𝑐𝑜𝑠2𝜃 ×  … … .

بجمع 
بطرح المعادلتين

المعادلتين

بذلك يتم حساب 
الإحداثيات المطلوبة

م الأهم يعتبر تحديد قيمة الإجهادات الرئيسية، الاستخدا
على الدائرة تمثل  P1حيث نلاحظ أن النقطة . لدائرة مور

القيمة الأعظم للإجهادات الناظمية وتكون عندها قيمة 
.  إجهادات القص صفر

 النقاطS1, S2   تمثل مستويات
قيمة إجهادات . إجهادات القص الأعظمية

القص الأعظمية تساوي مقدار نصف 
.  قطر دائرة مور

الاتجاه الموجب( تم أعلاه إيضاح اصطلاح الإشارة في دائرة مور.(
العنصر تم اعتباره الاتجاه الموجب باعتباره الاتجاه الذي تم فيه استنتاج معادلات الإجهادات في.
 2يتم تطبيق𝜃  في دائرة مور، و𝜃 في مخطط الحالة الإجهادية.

درجة باستخدام  30للحالة الإجهادية المجاورة، يطُلب تحديد قيمة الإجهادات على مستوي يميل بزاوية 
دائرة مور؟

:Aتحديد النقطة 

:Bتحديد النقطة 

𝜃 = 0

𝜃 = 90

𝜎௫ଵ = 90 𝑀𝑃𝑎   ,   𝜏௫ଵ௬ଵ = 0

𝜎௬ଵ = 20 𝑀𝑃𝑎   ,   𝜏௫ଵ௬ଵ = 0

درجة،  30من أجل مستوي يميل زاوية 
2𝜃 = :D، النقطة 60

:Cتحديد مركز الدائرة 
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’D :من أجل النقطة المقابلة 
 2𝜃 = 60 + 180 = 240 ،

:باستخدام دائرة مور تحديد مايليللحالة الإجهادية المجاورة، يطُلب
درجة؟ 45قيمة الإجهادات على مستوي يميل بزاوية  1)
قيمة الإجهادات الرئيسية؟2)
قيمة إجهادات القص الرئيسية؟3)

:Aتحديد النقطة 

:Bتحديد النقطة 

𝜃 = 0

𝜃 = 90

:Cتحديد مركز الدائرة 

𝜎௫ଵ = −50 𝑀𝑃𝑎   ,   𝜏௫ଵ௬ଵ = −40𝑀𝑃𝑎

𝜎௬ଵ = 10 𝑀𝑃𝑎   ,   𝜏௫ଵ௬ଵ = 40𝑀𝑃𝑎

: Rحساب نصف القطر

:درجة 45تحديد قيمة الإجهادات على مستوي يميل بزاوية 
.DCP2، الزاوية 𝜎௫ଵو الاتجاه السالب للمحور  CDيلزم بدايةً معرفة الزاوية بين الخط 

:بعد معرفة الزوايا  Dتحديد النقطة 

:حساب الإجهادات الرئيسية 2)-
. P1, P2تحُدد الإجهادات الرئيسية على دائرة مور وفق النقطتين 

𝜎ଵ = −20 𝑀𝑃𝑎 + 50 𝑀𝑃𝑎 = 30 𝑀𝑃𝑎

𝜎ଶ = −20 𝑀𝑃𝑎 − 50 𝑀𝑃𝑎 = −70 𝑀𝑃𝑎 𝜃ଶ = 26.6°

:حساب إجهادات القص الأعظمية 3)-
وتبلغ .  S1, S2تحُدد الإجهادات الرئيسية على دائرة مور وفق النقطتين 

: Rقيمتها مقدار نصف قطر الدائرة 
𝜏௫ = 50 𝑀𝑃𝑎 2𝜃ௌଵ = 143.13°
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:باستخدام دائرة مور تحديد مايلي مع رسم الحالة الإجهاديةللحالة الإجهادية المجاورة، يطُلب
قيمة الإجهادات الرئيسية؟1)
قيمة إجهادات القص الرئيسية؟2)

:باستخدام دائرة مور تحديد مايلي مع رسم الحالة الإجهاديةللحالة الإجهادية المجاورة، يطُلب
درجة باتجاه عقارب الساعة؟ 30الإجهادات في مستو يميل بزاوية 
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قيمة الإجهادات الرئيسية وتحديد مستوياتها؟للحالات الإجهادية المجاورة، يطُلب

رتشكيل دائرة مورتشكيل دائرة مو

لالإجهادات في مستو مائلالإجهادات في مستو مائ

الإجهادات الرئيسيةالإجهادات الرئيسية
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إجهادات القص الأعظميةإجهادات القص الأعظمية

مع ضرورة الانتباه 
لاتجاه إجهادات القص

نهاية المحاضرة الثانية
End of Second Lecture 

ة الإجهادات الرئيسي
الأعظمية

الإجهادات الرئيسية 
الأصغرية

المستويات 
الرئيسية 

مستويات إجهادات 
القص الأعظمية


